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PREFACIO

El andlisis numérico y sus métodos son una dialéctica entre el andlisis matemdtico
cualitativo y el andlisis matemdtico cuantitativo; el primero nos dice por ejemplo
que bajo ciertas condiciones algo existe, que e€s 0 no Gnico, etc. mientras que el
segundo complementa al primero, permitiendo calcular aproximadamente ¢l valor
de aquéllo que existe. Es pues una reflexién sobre los cursos tradicionales de cdlculo,
dlgebra lineal, ecuaciones diferenciales, etc. desde el punto de vista numérico, con-
cretando en una serie de métodos o algoritmos cuyo estudio y uso en diferentes
dreas de ingenierfa y ciencias es la finalidad de este libro.

Dado que cada algoritmo implica numerosas operaciones légicas, aritméticas y en
algunos casos graficaciones, la computadora es fundamental para el estudio y uso
de éstos. El binomio computadora-lenguaje de alto nivel (Fortran, Basic, Pascal y
otros), ha sido utilizado durante muchos afios para la ensefianza y el aprendizaje
de los métodos numéricos; si bien esta férmula ha sido exitosa y sigue vigente,
también es cierto que la aparicion de paquetes comerciales como Graphics Calculus
(GC), Math-CAD, Maple, por citar algunos de los mds conocidos, han venido a
apoyar el trabajo de profesores y alumnos, permitiendo variantes como ilustraciones
geométricas de algunos métodos y de las ideas que los sustentan; programacién més
sencilla y rdpida de ciertos algoritmos; uso directo de los métodos; exploracion de
conjeturas planteadas por el alumno o profesor etc. de modo que esta rama de las
matemadticas resulta hoy en dia mds atractiva y Gtil para casi todos los estudiantes
de ingenieria y ciencias.

El contenido del libro gira alrededor de cuatro ideas matemdticas fundamentales:
punto fijo, eliminacién de Gauss (ortogonalizacion), aproximacion de funciones con
polinomios y aproximacién de derivadas con diferencias finitas; y se usan como
herramientas de deduccién la expansion en serie de Taylory el teorema del valor
medio.

Por la naturaleza del material el libro puede dividirse en tres partes : algebraica,
de andlisis y de dindmica, sustentdndose todas ellas en un primer capftulo de ideas
bésicas sobre los sistemas numéricos y los errores debidos al manejo de nimeros
en la computadora (véase la red de temas e interrelacion).

En la parte algebraica los problemas que se resuelven son: una ecuacién no lineal
en una incognita, sistemas de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones no linea-
les (capitulos 2 a 4).

En la parte de andlisis, se resuelven problemas de interpolacion, derivacién e inte-
gracion, desarrolldndose sus algoritmos de solucién a partir de la idea central de
aproximacion de funciones con polinomios (capitulos 5 y 6).



La tercera parte (capitulos 7y 8), de dindmica, se refiere a la soluci6n de ecuaciones
diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales, en donde los conceptos
de integracion y de aproximacién de derivadas por diferencias divididas son funda-
mentales, ya que a partir de ellos, asf como de las expansiones multivariables de
Taylor, se obtienen los diferentes algoritmos de solucién.

Los algoritmos presentados en el libro se sustentan en teoremas que se describen
0 enuncian a lo largo de los temas desarrollados, de modo que se tenga fundamen-
tacién tedrica (y no un conjunto de "recetas” de aplicacién), y proporcione al lector
recursos para usar con mds propiedad, profundidad y racionalidad estos algoritmos.

La aplicacién de los diferentes métodos numéricos se lleva a cabo guiando al lector
en la visualizacion de problemas realistas en ingenierfa, en los que al aplicarse las
leyes basicas que los rigen, se obtienen las ecuaciones matemdticas que los modelan.

Se aprovechan las caracteristicas y limitaciones de los distintos algoritmos estudia-
dos, para seleccionar los mds adecuados para ¢l modelo matemético a resolver.
Debido a la preferencia de los profesores por alglin lenguaje en el cual programar,
estos algoritmos se dan en pseudocédigo y se codificaron en Fortran (Lahey Per-
sonal Fortran), Pascal, Basic y C (Turbo Pascal, Turbo Basic y Turbo C de Borland).
La mayoria son programas de propdsito general y estdn documentados para permitir
su utilidad en otras aplicaciones de métodos del mismo tipo. Adem4s se desarro-
llaron algunos de ellos en Math-CAD (un pizarrén electrénico) que permite una
variante en la programacion tradicional y en las posibilidades de exploracion.

Mediante la discusion de los resultados obtenidos con los programas, se motiva en
el lector la necesidad de analizar la congruencia entre la interpretacion fisica, la
solucién y el sistema modelado, asf también como entre los resultados, el modelo
matemdtico y el algoritmo de célculo usado.

El libro viene acompafado con un disco que contiene los programas mencionados
anteriormente: 28 en Pascal, Basic y C y 29 en Fortran (el programa que calcula
raices imaginarias con el método de Miiller s6lo estd en Fortran). Ademds, el disco
contiene dos programas tutoriales en métodos numéricos, ambos desarrollados con
apoyo institucional del LP.N. En el primero (TMNLEXE) se estudia la solucién
de una ecuacion no lineal con el método de Newton-Raphson y la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales y de sistemas de ecuaciones no lineales. En el se-
gundo (TMN2.EXE) se estudia la interpolacién, derivacion e integracién numérica.
Ambos tutoriales estdn divididos en tres secciones: la primera presenta el método
con ayuda gréfica y otros efectos visuales y sonoros; en la segunda el usuario deberd
resolver, paso a paso, un ejemplo propuesto por el programa; se finaliza con una
seccién de cdlculo directo en donde el usuario puede solicitar la solucién de un
problema. En la segunda seccién (interactiva), el programa muestra las operaciones
a realizar y espera la respuesta. Para calcularla, se puede invocar una calculadora
con la tecla F1, indicar las operaciones y oprimir la tecla Enter. Una vez que se
obtiene el resultado, se oprime la tecla Esc y la calculadora traslada el valor al
tutorial; éste lo valida y, en caso de ser correcto, pasa a la siguiente operacién. Si
el resultado es incorrecto, €l programa lo indica y solicita un nuevo intento. Al
tercer intento, el tutorial anotard el resultado correcto y pasard a la siguiente ope-
racion.



Estos programas trabajan en ambiente grafico bajo MS-DOS 3.0 o posterior en
microcomputadoras personales IBM o compatibles con un mfnimo de 512 Kby con
monitor a color CGA o de mayor resolucién (es posible ejecutarlos en monitor
monocromético también).

RED DE TEMAS E INTERRELACION

Capitulo 2 Capitulo 3
Ecuaciones no lineales Sistemas de ecuaciones
lineales
:L
Capitulo 4
Sistemas de ecuaciones
no lineales
Capitulo 5 Capitulo 6
Aproximacion funcional | Integracién y
e interpolacién diferenciacion
i
Capitulo 8 Capitulo 7
Ecuaciones diferenciales Ecuaciones

parciales

diferenciales ordinarias

—=———" Dependencia en requisitos basicos y mecénica de célculo de los algortimos.

= Dependencia solamente de la mecénica de céiculo de los algoritmos.
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CAPITULO 1

ERRORES

Seccién 1.1 Sistemas numéricos

Seccién 1.2 Manejo de nimeros en la computadora
Seccién 1.3 Errores

Seccién 1.4 Algoritmos y estabilidad

EN ESTE CAPITULO se revisardn los sistemas numéricos binario, decimal y
octal; las conversiones entre ellos, su manejo en una computadora, los diversos
errores que ello puede ocasionar y algunas formas de evitarlos.

INTRODUCCION

En la antigiiedad, los nimeros naturales se representaban con distintos tipos de
simbolos 0 numerales. A continuacién se presentan algunos posibles numerales
primitivos.

UNO DOS TRES CUATRO
il

Obsérvese que cada numeral es un conjunto de marcas sencillas e iguales. iIma-
ginese si asf se escribiera el nimero de piginas del directorio telefénico de la Ciudad
de México! No seria practico por la enorme cantidad de tiempo y de espacio que
requeriria tal sucesion de marcas iguales. Mds atn, nadie podria reconocer, a pri-
mera vista, el nimero representado. Por ejemplo, (podria identificar rdpidamente
el numeral siguiente?

R T T O B B B O A

Los antiguos egipcios evitaron algunos de los inconvenientes de los numerales
representados con marcas iguales, usando un sélo jeroglifico o figura. Por ejemplo,
enlugarde | | | | | | | | | [, usaron el simbolo N. Este jeroglifico
representaba el hueso del talén. Abajo se muestran otros numerales egipcios bdsicos
con los del sistema decimal que les corresponden
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Nimeros egipcios antiguos

1 10 100 1,000 10,000 100,000 1°000,000

' A @ £ 7 = ¥

Raya Huesodel Cuerda Florde Dedo = Pez Hombre
talén . enrollada  Joto - sefalando sorprendido

SECCION 1.1 SISTEMAS NUMERICOS
Numeracién de base dos (sistema binario)
Dado el siguiente conjunto de marcas simples ¢ iguales

N

si se encierran en Gvalos por parejas, a partir de la izquierda, se tiene

a@ap ap ap» ab ap

A continuacién, también empezando por la izquierda, s¢ encierra cada par de
dvalos en otro mayor

Finalmente, se encierra cada par de 6valos en uno mayor todavia, comenzando
también por la izquierda.

Dy T 15 G |

Nétese que el nimero de marcas dentro de cualquier 6valo es una potencia de 2.

El nimero representado porelnumeral | | | | } | | | | | ] se
obtiene asf 22 0+ 2t o+ 20,
o también (1 x22) + (1 x2')+ (1x2)

Obsérvese que en esta suma no aparece 22 Como 0 x 2% = 0, entonces la suma
puede escribirse asf

(1 x22)+(0x22y+ (1x2")+ (1x2%
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Ahora puede formarse un nuevo simbolo para representar esta suma omitiendo
los paréntesis, los signos de operacién + y X y las potencias de 2, de la si-
guiente manera:

(1 x22)+ (0x22)+ (1x2")y+ (1x2%

| |

Nuevo simbolo: 1 0 1 1

Ahora bien, {cOmo interpretaremos este nuevo simbolo?

El significado de los nimeros 1 en este nuevo simbolo depende del lugar que
ocupan en el numeral. Asf pues, el primero de derecha a izquierda representa una
unidad; el segundo un grupo de dos (o bien 2! ), €l cuarto cuatro grupos de dos
(8, o bien 2 ). El cero es un medio de dar a cada "1" su posicion correcta. A los
nimeros o potencias de 2 que representa el "1" seglin su posicién en el numeral,
se les llama valores de posicién; se dice que un sistema de numeracion que usa
valores de posiciOn es un sistema posicional.

El sistema de este ejemplo es un sistema de base dos, o sistema binario, porque
usa un grupo bdsico de dos simbolos: 0 y 1. Los simbolos "1" y "0" utilizados para
escribir los numerales se denominan digitos binarios o bits.

¢Qué numero representa el numeral 1010104.,?

(Se lee : "uno, cero, uno, cero, uno, cero, base dos").

Escribanse los valores de posicion debajo de los digitos:
Digitos binarios 1 0 1 0 1 Ogos
Valores de posicion 2 2t 2 2? 2! 2°

Multiplicando los valores de posicion por los digitos binarios correspondientes
y sumdndolos todos, se obtiene el equivalente en decimal.

10101040s =(1 x 2°) + (0 x 2*) + (1 x 2°) + (0 x 2%) +
a1 x2'y + (0 x 2%

= 424, (s¢ lee : "cuatro, dos, base diez").

El sistema de numeracién m4s difundido en la actualidad es el sistema decimal.
Es un sistema posicional que usa un grupo bésico de diez (base diez).

Considérese por ejemplo el numeral 582,
Digitos decimales 5 8 2
Valores de posicion 107 10! 10°

Forma desarrollada (5 x 10°) + (8 x 10') + (2 x 10°)
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Al escribir nimeros decimales se omite la palabra "diez" y se establece la con-
vencién de que un numeral con valor de posicion, es un nimero decimal, sin ne-
cesidad de indicar la base. De ahf que siempre se anote 582 en lugar de 5824;,.

El desarrollo y arraigo del sistema decimal, quiza se deba al hecho de tener,
siempre a la vista, los diez dedos de las manos. El sistema binario se emplea en las
computadoras digitales, debido a que los alambres que forman los circuitos elec-
trénicos presentan s6lo dos estados: magnetizados o no magnetizados, ya sea
que pase 0 no corriente por ellos.

Conversion de nimeros enteros del sistema decimal a un sistema
de base b y viceversa

Para convertir un nimero # del sistema decimal a un sistema de base b, se divide
el nimero n entre la base b y se registra el cociente c¢; y el residuo r; resultantes;
se divide ¢, entre la base b y se anotan el nuevo cociente c; y €l nuevo residuo ;.
Este procedimiento se repite hasta obtener un cociente c; igual a cero con residuo
ri. El nimero equivalente a n en el sistema de base b queda formado asi: r; r;4
ria2 ...n.

Ejemplo 1.1
Convierta 358, al sistema octal.
SOLUCION

La base del sistema octal* es 8, por lo tanto

358 = 8 x 4 + 6
C1 n
4 =8 X 5 + 4
%) r
5 =28 x 0 + 5
C3 r3

Asf que el nimero equivalente en octal es 546

Ejemplo 1.2
Convierta 358;¢ a binario (base 2).

SOLUCION

38 =2 x 179 + 0

*El sistema octal usa un grupo bisico de ocho sfmbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
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179 =2 X 89 + 1
89 =2 Xx 4 + 1
4 =2 X 22 + 0
2 =2 X 1 + 0
11 =2 x 5 + 1
=2 X 2+ 1

2=2 X 1 + 0

=2 X 0 + 1

Por lo tanto 358;, = 101100110,

Para convertir un entero m de un sistema de base b al sistema decimal, se mul-
tiplica cada digito de m por la base b elevada a una potencia igual a la posicion del
digito, tomando como posicion cero la del digito mds a la derecha. La suma da el
equivalente en decimal. As{

276 = 2 x 8 + 7 x 8 + 6 x 8 = 190,

Conversion de nimeros enteros del sistema octal al binario y
viceversa

Dado un niimero del sistema octal, su equivalente en binario se obtiene sustitu-

yendo cada digito del nimero octal con los tres digitos equivalentes del sistema
binario.

BASE OCTAL EQUIVALENTE BINARIO EN TRES DIGITOS
0 000
1 001
2 010
3 011
4 100
5 101
6 110
7 111
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Ejemplo 1.3
Convierta 5464 a binario.

SOLUCION

S 4 6
101 100 110

Asf que 5463 = 101100110,

]

Dado un nimero en binario, su equivalente en octal se obtiene formando ternas
de digitos, contando de derecha a izquierda y sustituyendo cada terna por su equi-
valente en octal. Asf

Convertir 10011001, a octal
010 011 001, Por lo tanto 10011001, = 231,
2 3 1
Dado que la conversién de octal a binario es simple y la de decimal a binario

resulta muy tediosa, se recomienda usar la conversién a octal como paso intermedio
al convertir un ndmero decimal a binario.

DECIMAL |~ | OCTAL |———| BINARIO

Las flechas tienen dos sentidos porque en ambas direcciones es vdlido lo dicho.

Ejemplo 1.4

Convierta 101100110, a decimal.
SOLUCION

a) Conversion directa

101100110, = 1 x 22 + 0 x 2" + 1 x 2° + 1 x 2> + 0 x 2* +
0x 2 +1x22+1x2"+0x2° =358,
b) Usando la conversion a octal como paso intermedio:

1) Conversi6n a octal 101 100 110
5 4 6
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Por tanto 101100110, = 5464
2) Conversién de octal a decimal

546, = 5 x 8 + 4 x 8 + 6 x 8 = 358,

Conversiéon de nimeros fraccionarios del sistema decimal a un
sistema de base b

Para convertir un nimero xy, fraccionario a un nimero en base b, se multiplica
dicho nimero por la base b; el resultado ticne una parte entera e; y una parte
fraccionaria f;. Se multiplica ahora f; por b y se obticne un nuevo producto con
parte entera e, y fraccionaria f,. Este procedimiento se repite un nimero suficiente
de veces o0 hasta que se presenta f; = 0. El equivalente de x5y en base b queda asi
0.81 €y €3 &4 ...

Ejemplo 1.5
Convierta 0.2y¢ a octal y binario.
SOLUCION

a) Conversion a octal

0.2 0.6 0.8 0.4 0.2
x 8 X 8 X 8 X 8 X 8
1.6 4.8 6.4 3.2 1.6
e1f1 erfr e3f3 esfs esfs

Después de ey se van a repetir e; e» e3 ey indcfinidamente, por lo que
0.2 1p = 0.14631463...54

b) Conversion a binario

0.2 04 0.8 0.6 0.2
X 2 X 2 X 2 X 2 X 2
04 0.8 1.6 1.2 0.4
e fi e fr esfs esfs esfs

Igual que en el inciso a), después de ey se repite e; e, e3 e, indefinidamen-
te, por lo que 0.2 = 0.001100110011 .,
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Obsérvese que 0.219 pudo convertirse en binario simplemente tomando su equi-

valente en octal, y sustituyendo cada niimero con su terna equivalente en binario.
Asf

02, = 0.1 4 6 3 1 4 6 3
0001 100 110 011 001 100 110 011

0.2,, = 0.0011001100110011001100110011...,
De lo anterior puede observarse que
358.2,, = 101100110.001100110011001100110011...,

y cualquier nimero con parte entera y fraccionaria puede pasarse a otro sistema,
cambiando su parte entera y fraccionaria independientemente, y al final integrarse.

Conversiéon de un nimero fraccionario en sistema binario a
sistema decimal

El procedimiento es similar al caso de ntimeros enteros, s6lo hay que tomar en
cuenta que la posicién inicia con -1, a partir del punto.

Ejemplo 1.6

Convierta 0.010101110, a decimal
SOLUCION
0010101110 = 0 x 2" + 1 x 22 + 0 x 2% +1 x 2°*

+0x 2%+ 1 x2%+1x27+1x2%+0 x2°
= 0.33984375;,

Ejemplo 1.7

Convierta 0.010101110, a decimal.
SOLUCION

a) Conversion a octal

0.010 101 110
2 5 6

0.010101110, = 0.2565

b) Conversién a decimal

0256, = 2 x 8! + 5 x 82 +6 x §° = 033984375,
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SECCION 1.2 MANEJO DE NUMEROS EN LA COMPUTADORA

Por razones précticas, s6lo puede manejarse una cantidad finita de bits para cada
nimero en una computadora y esta cantidad o longitud varia de una méquina a
otra. Por ejemplo, cuando se realizan cdlculos de ingenierfa y ciencias, es deseable
una longitud grande; por otro lado, una longitud pequefia es m4s econdmica y Wtil
en una computadora empleada en célculos y procesamicntos administrativos.

Para una computadora dada, el nimero de bits generalmente se llama palabra.
Las palabras van desde ocho bits hasta 64 bits. Para facilitar su manejo, la palabra
se divide en partes mds cortas denominadas bytes; por ejemplo, una palabra de 32
bits puede dividirse en cuatro bytes (ocho bits cada uno).

Nimeros enteros

Cada palabra, cualquiera que sea su longitud, almacena un niimero, aunque en
ciertas circunstancias se usan varias para contener un nimero. Por ejemplo, consi-
dérese una palabra de 16 bits para almacenar nimeros enteros. De los 16 bits, el
primero representa el signo del nimero; un cero es signo mas y un uno un signo
menos. Los 15 bits restantes pueden usarse para guardar niimeros binarios desde
000000000000000 hasta 111111111111111 (véase figura 1.1). Al convertir este ni-
mero en decimal se obtiene

Ax2%y+ax22)y+@a x2" y+..+0ax2)y+@a x 2%

que es igual a 32767 (2'5 -1). Por tanto cada palabra de 16 bits puede contener
un numero cualquiera del intervalo -32768 a + 32767 (véase Prob. 1.10).

1 bit 0

Figura 1.1 Esquema de una palabra de 16 bits para un ndmero entero.
Ejemplo 1.8
Represente el nimero -26 en una palabra de 16 bits.
SOLUCION
~2610 = — 11010, y su almacenamiento en una palabra de 16 bits quedaria asf
1/0j0j0lojojojololol}o 1{0]
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Ejemplo 1.9
Represente ¢l nimero 5254 en una palabra de 16 bits.

SOLUCION

525;0 = 10153 = 1000001101, y su almacenamiento quedarfa asi

olololofoflofl1]ololololo|1]1]lol1

Nimeros reales (punto flotante)

Cuando se desea almacenar un nimero real, se emplea en su representacion
binaria, llamada de punto flotante, la notacion

dy dydydy ds dy dsy
0.d;d,d3dydsdgddg X 2

donde d; = Oyd;ydconi=2,..,8yj= 12 .., 7 pueden ser ceros ounos, y
se guarda en una palabra como se muestra en la figura 1.2

- Karacteristica , L - Mantisa

tBit 0 Bit 15
Figura 1.2 Esquema de una palabra de 16 bits para un nGmero de punto flotante.

Igual que antes, el bit cero se usa para guardar el signo del ndmero. En los bits
del uno al siete se almacenan el exponente de la base 2 y los ocho bits restantes
para la fraccién*. Segtin el lenguaje de los logaritmos, la fraccién es llamada mantisa
y el exponente caracteristica. El nimero mayor que puede guardarse en una palabra
de 16 bits usando la notacion de punto flotante es

Exponente
positivo
0 6111111 11111111
més 2% Equivalente a 0.99 en decimal

*El exponente es un ntmero binario de sies digitos, ya que el bit uno se emplea para su signo. En algunas
computadoras el exponente se almacena en base ocho (octal) o base 16 (hexadecimal) en lugar de base 2.
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y los nimeros que se pueden guardar en punto flotante binario van de alrededor
de 2-%* (si la caracteristica es negativa) a cerca de 2%3; en decimal, de 10-1° a cerca
de 1018 en magnitud (incluyendo nimeros positivos, negativos y cero).

=

Ejemplo 1.10
El nimero decimal —125.32 que en binario es

-1111101.010100011110101,
normalizado queda asi

—1111101010100011110101 x 2!

bits truncados en el almacenamiento

y la palabra de memoria de 16 bits donde se almacena este valor quedaria
como

signo mantisa caracteristica positiva
J

I

caracterfstica mantisa

Nétese que primero se normaliza el nimero, después se almacenan los primeros
ocho bits y se truncan los restantes.

El nimero decimal + 0.2, que en binario es

0.0011001100110011...

Yy Que normalizado queda

.1100110011001100... x 27'°

bits truncados

s¢ almacena as{

-
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Doble precisién

La doble precisién es un esfuerzo para aumentar la exactitud de los cdlculos
adicionando mds bits a la mantisa. Esto se hace al utilizar dos palabras, la primera
en la forma expuesta anteriormente, y los bits de la segunda para aumentar la man-
tisa de la primera. Entonces, con una palabra de 16 bits puede usarse en doble
precision una mantisa de 8 + 16 = 24 bits. Los 24 bits de la mantisa permiten
expresar alrededor de 7 digitos de exactitud en un nimero decimal, en lugar de 3
de la precision sencilla.

La desventaja del uso de la doble precision es que se emplean més palabras, con
lo cual se consume més memoria para un programa.

Error de redondeo

Para finalizar esta secci6n, s¢ analizardn brevemente algunas consecuencias de
utilizar el sistema binario y una longitud de palabra finita.

Como no es posible guardar un nimero binario de longitud infinita 0 un nimero
de mds digitos de los que posee la mantisa de la computadora que se estd emplean-
do, se almacena s6lo un namero finito de estos digitos; como consecuencia, se co-
mete automdticamente un pequefio error, conocido como error de redondeo, que
al repetirse muchas veces puede llegar a ser considerable. Por ejemplo, si se desea
guardar la fraccién decimal 0.0001 que en binario es la fraccion infinita

0.000000000000011010001101101110001011101011000...,
quedaria, después de normalizarse, almacenado en una palabra de 16 bits como
11010001 x 271
Si se desea sumar el namero 0.0001 con él mismo diez mil veces, usando una
computadora, naturalmente que no se esperard obtener 1 como resultado, ya que

los nimeros que se adicionen no serfan realmente 0.0001 sino valores aproximados
a €l (véase Prob. 1.16).

SECCION 1.3 ERRORES

Error absoluto, error relativo y error en porciento

Si p* es una aproximacion a p, el error se define como

E=p*t-p

Sin embargo, para facilitar el mancjo y el andlisis se emplea el error absoluto
definido como

E4A = | p*-p |
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y el error relativo como

ER = J—LP_P—L,Sip ® 0

y como porciento de error a

ERP = ER X 1001

En otros libros las definiciones pueden ser diferentes; por ejemplo algunos au-
tores definen el error E como p — p*; por lo tanto, sugerimos que al consultar las
distintas bibliografias se vean las definiciones de error dadas.

Ejemplo 1.11
Suponga que el valor para un cdlculo deberia ser

p = 010 x 10? pero se obtuvo el resultado p* = 0.08 X 102, entonces

EA = | 008 x 10°- 0.10 x 10° | = 0.2 x 10!

| 008 x 10° - 0.10 x 10° |
0.10 x 10

ERP = ER X 100 = 20%

ER = 02x 10°

Por lo general, interesa €l error absoluto y no el error relativo; pero cuando el
valor exacto de una cantidad es “muy pequefio” o “muy grande”, los errores relativos
son mds significativos.

Por ejemplo si
p =024 x 10*y p* =012 x 107
entonces

E4 = | 012 x 10* - 024 x 10* | = 012 x 107*

Sin reparar en las cantidades que se comparan, puede pensarse que el error ab-

soluto es muy pequefio y, lo m4s grave, aceptar p* como una buena aproxi-
macién a p.

Si, por otro lado, se calcula el error relativo

_ 1012 x 10* - 024 x 107 |
024 x 107

ER = 0.5 x 10°

13
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se observa que la "aproximacién" es tan s6lo la mitad del valor verdadero y por
tanto, estd muy lejos de ser aceptable como aproximacion a p. Finalmente

ERP = 50%
De igual manera puede verse que si
p = 046826564 x 10°y  p* = 0.46830000 x 10°,
entonces

EA = 03436 x 10°

y si de nueva cuenta no se toman en consideracion las cantidades en cuestion, puede
creerse que el EA4 es muy grande y que se tiene una mala aproximacién a p. Sin
embargo, al calcular el error relativo

ER = 0.7337715404 x 107

se advierte que el error es muy pequefio, como en realidad ocurre.

Advertencia

Cuando se manejan cantidades "muy grandes™ 0 "muy pequefias”, el error
absoluto puede ser engafoso, mientras que el error relativo es mas significa-
] 1ivo .en €50S Casos.

Definicion

Se dice que el nimero p* aproxima a p con ¢ digitos significativos si ¢ es el
entero mds grande no negativo para el cual s¢ cumple

lpr-p 1 _ 55 107

P

Supéngase por ejemplo el nimero 10. Para que p* aproxime a 10 con dos cifras
significativas, usando la definicion, p* debe cumplir con

10

_ _2 P*—lO
5 x 10° <« —0—

<5 x 107
10-5x 10" <p*< +5x 10" + 10

95 < p* < 105

esto es, cualquier valor de p* en el intervalo (9.5, 10.5) cumple la condicion.
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En general para ¢ digitos significativos
|_P*_I;‘P__|_ <S5 x 10° sip >0
| p*-p | <5p x 107
p-5Spx10"<pt<p+5px 10"
Si, por ejemplo,p = 1000yt = 4
1000 — 5 x 1000 x 10* < p* < 1000 + 5 % 1000 x 107*
999.5 < p* < 1000.5
Causas de errores graves en computacion

Existen muchas causas de errores en la ejecucién de un programa de computo,
de las cuales se discutirdn ahora algunas de las mds serias. Para esto, piense en una
computadora imaginaria que trabaja con nimeros en el sistema decimal, en forma
tal que se tiene una mantisa de cuatro digitos decimales, y una caracteristica de dos
digitos decimales, €l primero de los cuales es usado para el signo. Sumados estos
seis al bit empleado para el signo del nimero, se tendrd una longitud de palabra
de siete bits. Los nimeros que se van a guardar deben normalizarse primero en la
siguiente forma

3.0 = 3000 x 10!
7956000 = .7956 x 10’
-0.0000025211 = -2521 x 107

Valiéndose de esta computadora imaginaria, pueden estudiarse algunos de los
errores m4s serios que se cometen en su empleo.

a) Suma de nimeros muy distintos en magnitud

SupoOngase que se trata de sumar 0.002 a 600 en la computadora decimal imagi-
naria.

2000 x 107
6000 x 10°

0.002
600

Estos nimeros normalizados no pueden sumarse directamente y, por tanto, la
computadora debe desnormalizarlos antes de efectuar la suma.
000002 x 10°

* 600000 x 103
600002 x 10°

15
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Como sélo puede manejar cuatro digitos, los 1ltimos dos son eliminados y la
respuesta es .6000 X 10® 6 600. Por el resultado, 1a suma nunca se realizoé.

Este tipo de errores cuyo origen es el redondeo es muy comiin y se recomienda,
de ser posible, no sumar o restar dos nimeros muy diferentes (véase ejercicio 1.2).

b) Resta de numeros casi iguales

Supodngase que la computadora decimal va a restar 0.2144 de 0.2145.

2145 x 10°
- 2144 x 10°
0001 x 10°

Como la mantisa de la respuesta estd desnormalizada, la computadora automd-
ticamente 1a normaliza y el resultado se almacena como .1000 X 107,

Hasta aqui no hay error, pero en la respuesta s6lo hay un digito significativo;
por lo tanto, se sugiere no confiar en su exactitud, ya que un pequefio error en
alguno de los numeros originales produciria un error relativo muy grande en la
respuesta de un problema que involucrara este error, como se ve a continuacion.

Supdngase que la siguiente expresion aritmética es parte de un programa

=@Ud-B*C
Considérese ahora que los valores de A, By Cson
A = 02145 x 10, B = 02144 x 10°, C = 01000 x 10°

Al efectuarse la operacién se obtiene el valor de X = 1, que es correcto. Sin
embargo supéngase que A fue calculada en el programa con un valor de 0.2146
x 10° (error absoluto 0.0001, error relativo 0.00046 y ERP = 0.046%). Usando
este valor de A4 en el cdlculo de X, se obtiene como respuesta X = 2. Un error de
0.046% de pronto provoca un error del 100%. Aun mds, este error puede pasar
desapercibido.

c¢) Overflow y Underflow

Con frecuencia una operacién aritmética con dos nimeros vélidos da como re-
sultado un nimero tan grande o tan pequeio que la computadora no puede mane-
jarlo; como consecuencia se tiene un overflow o un underflow, respectivamente.

Por ejemplo al multiplicar 0.5000 x 10° por 0.2000 x 10 se tiene

0.5000 x 10°
X 02000 x 10°

0.1000 x 10"

Cada uno de los niimeros que se multiplican puede guardarse en la palabra de
la computadora imaginaria; sin embargo, su producto es muy grande y no puede
almacenarse en ella porque la caracteristica requiere tres digitos. Entonces se dice
que hay overflow.
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Otro caso de overflow puede ocurrir en la division; por ejemplo

2000000 _ 02000 x 10’
0.000005 ~ 0.5000 x 107

Las computadoras cominmente reportan esta circunstancia con un mensaje que
varfa con la miquina.

El underflow puede aparecer en la multiplicacion o division, y generalmente no
es tan serio como el overflow; las computadoras casi nunca envian mensaje de un-
derflow. Por ejemplo

= 0.4000 x 10%

(03000 x 107°) x (002000 x 107) = 0006 x 10° = 0.6000 x 107

Como el exponente -10 estd excedido en un digito, no puede guardarse en la
computadora y este resultado se expresa como valor cero. Este error expresado
como error relativo es muy pequefio y a menudo no es serio. No obstante, puede
ocurrir, por ejemplo

A = 03000 x 107, B = 00200 x 107, C = 04000 x 10,
y que se desee en algin punto del programa calcular el producto de 4, By C
X=AxBxC

Se multiplican primero A y B. El resultado parcial es cero. La multiplicacién de
este resultado por C da también cero. Si, en cambio, se arregla la expresién como

X=AxCXB

se multiplica 4 por Cy se obtiene 0.1200 x 102 La multiplicacion siguiente da la
respuesta correta: 0.2400 x 1073. De igual manera, un arreglo en una divisén puede
evitar underflow.

d) Divisién entre un nimero muy pequeiio

Como se dijo, 1a divisién entre un nimero muy pequefio puede causar overflow.
Supéngase que se realiza en la computadora una division vélida y que no se
comete error alguno en la operacién; pero considérese que ocurri6 un pequeiio
error de redondeo previamente en el programa, cuando se calcul6 el denominador.
Si el numerador es grande y el denominador pequefio, puede presentarse un error
absoluto considerable en el cociente. Si éste se resta después, de otro nimero del
mismo tamafio relativo, puede presentarse un error mayor en la respuesta final.
Como ejemplo considérese 1a siguiente instruccion en un programa

X=A-B/C
donde
0.1120 x 10° = 112000000

N
it

B = 0.1000 x 10° = 100000

0900 x 1073

9!
It

0.0009

17
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Si el cdlculo se reallza en la computadora decimal de cuatro digitos, el cociente
B/CesO. 1111 x 10°, y X es 0.0009 x 10°o, después de ser normalizado, X =
0.9000 x 10°% Notese que s6lo hay un digito significativo.

Imaginese ahora que se cometi6 un pequefio error de redondeo al calcular C en

algin pas _4prev10yresult6 un valor C* = 0.9001 x 107 (EA = 0.0001 x 1073
ER = 107 y ERP = 0.01%).

Sl se calcula B / C* se obtienc como ooc1ente 0.1110 x 10° yX* = 01000 x
10’. El valor correcto de X es 0.9000 x 10%
Entonces

= | 1000000 — 900000 | = 100000

| 1000000 - 900000 |
- 900000

ERP = 011 x 100 = 11%

ER

= 0.11

El error relativo se ha multiplicado cerca de 1100 veces. Como se dijo ya, estos
cilculos pueden conducir a un resultado final sin significado o relacién con la res-
puesta verdadera.

e) Error de discretizacién

Dado que un nimero especifico no se puede almacenar exactamente como ni-
mero binario de punto flotante, el error generado se conoce como error de discre-
tizacién (error de cuantificacién), ya que los nimeros expresados exactamente por
la méquina (nimeros de miquina) no forman un conjunto continuo sino discreto.

Ejemplo 1.12

Cuando se suma 10000 veces 0.0001 con €l mismo, debe resultar 1; sin
embargo, €l niimero 0.0001 en binario resulta en una sucesion infinita de ceros
y unos que se trunca al ser almacenada en una palabra de memoria, con lo
que se perderd informacién y el resultado de la suma ya no seré 1. Se obtu-
vieron los siguientes resultados que corroboran lo anterior, utilizando una PC,
precisién sencilla y Quick-Basic.

SOLUCION
10000
a) > 0.0001 = 1.000054
i=1
10000
b) 1 + Y 00001 = 2.000166
i=1
10000
c) 1000 + > 0.0001 = 1001221
i=1
10000

d) 10000 + », 0.0001 = 10000
i=]




ERRORES 19

Notese que en los tres dltimos incisos, ademds del error de discretizacion, se
generd el error de sumar un nimero muy grande con un nimero muy pequefio
(véase Prob. 1.16 y 1.17).

f) Errores de salida

Alin cuando no se haya cometido error alguno durante 1a fase de cdlculos de un
programa, puede presentarse un error al imprimir resultados.

Por ejemplo, supOngase que la respuesta de un cdlculo particular es exactamente
0.015625. Cuando este nimero se imprime con un formato tal como F10.6 6 E14.6
(de FORTRAN), se obtiene la respuesta correcta. Si, por el contrario, se decide
usar F8.3, se imprimir4 el nimero 0.016 (si la computadora redondea), o bien 0.015
(si la computadora trunca), con lo cual se presenta un error.

Propagacioén de errores

Una vez que se sabe como se producen 1os errores en un programa de c6mputo,
podria pensarse en tratar de determinar el error cometido en cada paso, y conocer
de esa manera el error total en la respuesta final. Sin embargo, esto no es préctico.
Resulta més adecuado analizar las operaciones individuales realizadas por la com-
putadora para ver cémo se propagan los errores de dichas operaciones.

a) Suma

Se espera que al sumar a y b, se obtenga el valor correcto de ¢ = a + b; sin
embargo, se tiene en general un valor de ¢ incorrecto debido a la longitud finita de
palabra que se emplea. Puede considerarse que este error fue causado por una ope-
racién incorrecta de la computadora + (el punto indica que es suma con error).
Entonces el error es

Err0r=(a-¥b)—(a + b)

La magnitud de este error depende de las magnitudes relativas, de los signos de
ay b,y de la forma binaria en que a y b son almacenados en la computadora. Esto
ultimo varia de computadora en computadora, y por tanto es un error muy dificil
de analizar y no se discutird aquf.

Si por otro lado a y b de entrada son inexactos, hay un segundo error posible.
Por ejemplo, considérese que en lugar del valor verdadero de a, la computadora
tiene el valor a* el cual presenta un error €,

a* = a + €,
y similarmente para b
b*=b + €,

Como consecuencia se tendria, aun si no se cometiera error en la adicién, un
error en el resultado
Error = (a* + b*) - (a + b)
=(a+€,+b+€b)—(a+b)=ea+ €, = €
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oseac* =c + €,
El error absoluto es
| (a* +b*)-(a+b) | =€+ | =|€ | +]|¢g|

o bien

€l =]& | +]¢l

Se dice que los errores €, y €, se han extendido a ¢ y €, se conoce como el
error de propagacion.

Dicho error es causado por valores inexactos de los valores iniciales y se propaga
en los computos siguientes, con lo cual causa un error en el resultado final.

b) Resta

El error de propagacién ocasionado por valores jnexactos iniciales a* y b*, puede
darse en igual forma que en la adicién, con un simple cambio de signo (véase prob.
1.24).

¢) Multiplicacién

Si se multiplican los ntimeros a* y b¥, se obtiene (ignorando el error causado
por la operacion misma)

(a* X b*) = (a + €,) X (b + €,)
=(axXxb)+ (ax &)+ (bx€)+ (€ X &)

Si €, y €, son suficientemente pequefios, puede considerarse que su producto
es muy pequefio en comparacién con los otros t€rminos, y, por tanto, eliminar el
dltimo término. Se obtiene entonces el error del resultado final

(a* x b*) — (a x b)) = (a X &) + (b X €,)

Esto hace posible encontrar el valor absoluto del error relativo del resultado
dividiendo ambos lados entre a X b.

(a* x b*) - (a X b)
| (a xb)

R R R R

El error de propagacion relativo en valor absoluto en la multiplicacion es apro-
ximadamente igual o menor a la suma de los errores relativos de a y b en valor
absoluto.
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d) Divisién

Puede considerarse la divisién de a* y b* como sigue:

a*b* = (a+ €,)/ (b + €,)

1
=(a+€a)(b—+—e—b—)*

Multiplicando numerador y denominador por b — €,

./ pr = (a+€,)(b-€,)
aribr = ®+ &) (b-€)

ab —a€, + € - €,€,
b’ - €}

Si, como en la multiplicacién, se considera el producto €, €, muy pequeiio y,
por las mismas razones a EZ y se desprecian se tiene.

ge )b = ab €,b ac,

P b?

<8, 5 _ %S
b b b2
El error es entonces
€ ac
a a b
as/bs—p =5 -7

Dividiendo entre a/b se obtiene el error relativo. Al tomar el valor absoluto del
error relativo, se tiene

2 €, € €
e e e e N e

€,
b

5

Se concluye que, el error de propagacion relativo del cociente en valor absoluto

es aproximadamente igual o menor a la suma de los errores relativos en valor ab-
solutode ayb.

e) Evaluacién de funciones

Por dltimo, se estudiar4 la propagacion del error (asumiendo operaciones bdsicas
+, -, X y / ideales o sin errores), cuando se evalia una funcién f (x ) en un punto
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x = a. En general, se dispone de un valor de a aproximado: a*; la intencién es
determinar el error resultante

& =f(a*) -f(a)

La figura 1.3 muestra la grédfica de la funcién f ( x ) en las cercanfas de x = a.
A continuacién se¢ determina la relacién entre €, y €

Si €, es pequeiio, puede aproximarse la curva f ( x ) por su tangente enx = a.
Se sabe que la pendiente de esta tangente es f’ (a ) o aproximadamente €; / €,
€sto es

Ef/ea zf)(a)
€ =€,f (a)=¢€,f"(a*)
En valor absoluto
€& |l =1¢€f (a*) | =| €, | | (a*) |

El error al evaluar una funcién en un argumento inexacto es proporcional a la
primera derivada de la funcién en el punto donde se ha evaluado.

SECCION 1.4 ALGORITMOS Y ESTABILIDAD

El tema fundamental de este libro es el estudio, seleccion y aplicacion de algo-
ritmos, que se definen como secuencias de operaciones algebraicas y 16gicas para
obtener la solucién de un problema. Generalmente, se dispone de varios algoritmos
para resolver un problema particular; uno de los criterios de seleccion es la estabi-
lidad del algoritmo; esto es que a pequefios errores de los valores manejados se
obtengan pequefios errores en los resultados finales.

YA |
/'@ o
&= fa*) /(@) -
fia) t
f@)

= g%*—,
e € =a-a

Figura 1.3. Grifica de una funcién y su primera derivada en a.
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Supdngase que un error € se introduce en algin paso en los cdlculos y que el
error de propagacién de n operaciones subsiguientes se denote por €,. En la prdc-
tica son generalmente dos los casos que se presentan

a) | € | = nc €, donde ¢ es una constane independiente de n; se dice
entonces que la propagacién del error es lineal.

by | €, | = k' €, para k > 1; se dice entonces que la propagacion del
error es exponencial.

La propagacién lineal de los errores suele ser inevitable; cuando ¢ y € son pe-
queiios, los resultados finales normalmente son aceptables. Por otro lado la propa-
gacion exponencial debe evitarse, ya que el término k" crece con rapidez para valores
relativamente pequefios de n. Esto conduce a resultados finales muy poco exactos,
sea cual sea el tamaiio de €. Como consecuencia, se dice que un algoritmo con
crecimiento lineal del error es estable, mientras que un algoritmo con una propa-
gacioén exponencial es inestable (véase Fig. 1.4).

€. A Propagacion exponencial
. € = ke
. . . = "~ " Propagacion lincal
LoSe e e €, = nce
=
T T T T T T T T 1'7’1
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.4. Propagacién lineal y propagacién exponencial de errores.

Ejercicios

1.1 Error de redondeo al restar dos nimeros casi iguales

Considere las ecuaciones

31.6% + 1431y
13.05 + 589y

45.00 (1)
18.53 @)

La dnica solucién de este sistema de ecuaciones es (redondeando a cinco cifras
decimales) x = 1.25055, y = 0.37527. Un método para resolver este tipo de pro-
blemas es multiplicar la ecuacién (1) por el coeficiente de x de la ecuacién (2),
multiplicar la ecuacin (2) por el coeficiente de x de 1a ecuacion (1) y después restar
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las ecuaciones resultantes. Para este sistema se obtendrfa (como los coeficientes
tienen dos cifras decimales, todas las operaciones intermedias se efectdan redon-
deando a dos cifras decimales)
[ 13.05 (14.31) - 31.69 (5.89) | y =13.05 ( 45.00 ) - 31.69 ( 18.53)
(18675 — 186.65) y =587.25 - 587.22
0.10 y = 0.03
de donde y = 0.3, luego

‘= (18.53) - 5.89(03) _ 1853 - 1.77 _ 16.76 _
13.05 - 13.05 T 13.05

1.28

Para la variable x

E4 = | 128 - 1.25 |

0.03; ER = 0.03/1.25

0.024; ERP = 2.4%

Para la variable y

E4 =] 03 -038 | =008 ER = 008038 = 021; ERP = 21%

1.2 Error de redondeo al sumar un mimero grande y uno pequeiio
Considere la sumatoria infinita

L+

+ 25 100

+

Pt |t

1
+ e+

&=
O |

- 1
s=3% 2=

resulta (usando precision simple y 5000 como valor final de n) 1.644725 si se suma
de izquierda a derecha, pero resulta 1.644834 si se suma de derecha a izquierda, a
partir de n = 5000.

Debe notarse que el resultado de sumar de derecha a izquierda es mds correcto
ya que en todos los términos se suman valores de igual magnitud.

Por el contrario, al sumar de izquierda a derecha, una vez que se avanza en la
sumatoria, se sumardn nimeros cada vez mds grandes con nimeros mds pequefios.

Lo anterior se corrobora si se realiza 1a suma en ambos sentidos, pero ahora con
doble precision. El resultado obtenido es 1.6448340718406.

1.3 Reduccién de errores
Para resolver l1a ecuacién cuadritica
100 x* — 10011 x + 10011 = O,

el método comidn serfa usar la férmula

x_-b *Vp? —4ac
B 2a ’
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después de dividir la ecuacién entre 100.

x* - 100.11 x + 0.10011 = 0
10011 = V100.11% - 4(0.10011)
- 2
Trabajando con aritmética de cinco digitos

;< 10011 V10022 — 0.40044 _ 100.11 = V10022
B 2 2

A

~ 1001} + 10011 _ [20022
- 2 0 2

= 100.11

Las soluciones verdaderas, redondeadas a cinco dfgitos decimales son 100.11 y
0.00100.

El método empleado fue adecuado para la solucién mayor, pero no del todo para
la solucién menor. Si las soluciones fueran divisores de otras expresiones, la solucién
x = 0 hubiese causado problemas serios.

Se restaron dos nimeros “casi iguales” (nimeros iguales en aritmética de cinco
digitos) y sufrieron pérdida de exactitud.

¢{Coémo evitar esto? Una forma serfa reescribir la expresién para la solucién de
una ecuacién cuadritica a fin de evitar 1a resta de nimeros “casi iguales”.

El problema, en este caso, se da en el signo negativo asignado a la rafz cuadrada;
esto €s

b - Yp*_4ac

2a
Multiplicando numerador y denominador por ~b + Vp2 _ 4q ¢ , Queda

(—b—‘/b2—4ac ) (-b+ Vp2_4ac ) (b)Y - -4ac)

2a (b + Vo?_44c ) 2 (-b+ Vb’ -4ac )
dac 2¢

T 2( 4+ Vi 4ac ) b+ Vil dac

Usando esta expresién cona = 1, b = -100.11, y ¢ = 0.10011, se obtiene

2(0.10011)  _ 0.20022
100.11 + V10022  200.22

= 0.001 (en aritmética de cinco dfgitos)

que es el valor verdadero, redondeado a cinco dfgitos decimales.
Esta forma alternativa para calcular una rafz pequefia de una ecuacién cuadritica,

casi siempre produce una respuesta més exacta que la de la formula usual (véase
Prob. 2.12).
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1.4 Mas sobre reducciéon de errores

Se desea evaluar la expresion 4 / (1 — senx ), enx = 89° 41’. En tablas con
cinco cifras decimales, sen 89° 41' = 0.99998. Con aritmética de cinco digitos y
redondeando se tiene

senx = 099998 y 1 —sen x = 0.00002

La funcion sen x s6lo tiene cuatro digitos exactos -(confiables). Por otro lado, el
dnico digito no cero en 1 — sen x se ha calculado con el digito no confiable de
sen x, por lo que s¢ pudo perder la exactitud en la resta.

Esta situacion de arriba puede mejorarse observando que

(1 -senx) (1 +senx) 1 - sen’x _ cos® x
1+ sen x "1 +senx 1+ senx

1 -senx =

Por esto, es posible escribir 1 - sen x de una forma que no incluye Ia resta de
dos nameros casi iguales.

1.5 Comparaciones seguras

En los métodos numéricos, a menudo la comparacién de igualdad de dos nimeros
en notacién de punto flotante permitird terminar la repeticion de un conjunto de
célculos (proceso ciclico o iterativo). En vista de los errores observados, es reco-
mendable comparar la diferencia de los dos nimeros en valor absoluto contra una
tolerancia ¢ apropiada, usando por ejemplo el operador de relacién menor o igual
( = ). Se ilustra esto enseguida.

En lugar de

SI X = Y ALTO; En caso contrario REPETIR las instrucciones 5 a 9

Deberd usarse

SI ABS (X -Y ) < ¢ ALTO; en caso contrario REPETIR las instrucciones 5 a 9
En lugar de

REPETIR

{ pasos de un ciclo }
HASTAQUE X =Y

Debera usarse
REPETIR

{pasos de un ciclo}
HASTAQUE ABS (X -Y) <e¢
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donde ¢ es un nimero pequefio (generalmente menor que uno, pero puede ser
mayor dependiendo el contexto en que se trabaje) e indicard la cercania de X con
Y que se aceptard como “igualdad” de X'y Y.

1.6 Andlisis de resultados

Codifique las siguientes instrucciones en QUICK-BASIC

Y = 1000.2
A =Y - 1000.0
PRINT A

Se obtiene 0.2000122

En precisién sencilla pueden manejarse alrededor de siete digitos decimales de
exactitud, de modo que la resta de arriba se representa

1000.200 - 1000.000

La computadora convierte Y a binario dando un nimero infinito de ceros y unos,
y almacena un nimero distinto a 1000.2 (véase Prob. 1.6 b).

Por otro lado, 1000 si se puede almacenar o representar exactamente en la com-
putadora en binario en punto flotante (los nimeros con esta caracteristica se llaman
nimeros de mdquina). Al efectuarse la resta se obtiene un nimero diferene de 0.2,
0.2000122. Esto muestra por qué deberd examinarse siempre un resultado de un
dispositivo digital antes de aceptarlo.

1.7 Mas sobre andlisis de resultados

El método de posicion falsa (véase seccién 2.4) obtiene su algoritmo al encontrar
el punto de corte de la linea recta que pasa por los puntos ( xp, yp ), (X5 y7) y €l
eje x. Pueden obtenerse dos expresiones para encontrar €l punto de corte xy,

x -x Xy —X
184)) D VI ii) xM=xD"(D 1) Yo

i) x, =
) u Yp = Vi Yo = V1

Si(xp,yp) = (213,419 )y (x/,y1) = (196, 6.87 ) y usando aritmética
de tres digitos y redondeando, {cudl es la mejor expresion y por qué?

SOLUCION

Sustituyendo en i) y en ii)

1.96 (4.19) - 2.13(6.87)
4.19 -6.87

i) x, = =238
(213 ~ 1.96) 419 _

i) x, =213 - 419 _ 687 = 2.40

27
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Al calcular los errores absoluto y relativo y tomando como valor verdadero a

2.395783582, ¢l cual se calcul6 con aritmética de 13 digitos, se tiene

i) EA = 2395783582 - 238 = 0.015783582

_ 0015783582 _ 33066
ER = 2395783582 0.0065
ii) E4 = 2395783582 - 2.40 = 0.004216418
_ 0.004216418
ER = 2395783582 0.001759932

de donde es evidente que la forma ii) es mejor. El por qué se deja como ejercicio
al lector.

Problemas

11

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

Averiglic los simbolos 0 numerales romanos correspondientes a los siguientes simbolos
arabigos

10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000
Convierta los siguientes niimeros decimales a los sistemas de base 2 y base 8 y viceversa
a) 536 b) 923 c) 1536 d)8 e)2 H 1 90
Convierta los siguientes nimeros enteros del sistema octal a binario y viceversa
a) 777 b) 573 )7 d)2 e) 10 no
Resuelva las siguientes preguntas.

a) (El nimero 101121 pertenece al sistema binario?
b) ¢El nimero 3852 pertenece al sistema octal?

Si su respuesta es NO en alguno de los incisos, explique por qué; si es SI, conviértalo(s)
a decimal.

Convierta los siguientes nimeros dados en binario a decimal y viceversa, usando la con-
versién a octal como paso intermedio

a) 1000 b) 10101 c) 111111
Convierta los siguientes niimeros fraccionarios dados en decimal, a binario y octal
a) 0.8 b) 0.2 c) 0.973 d) 0.356 €) 0.713 £ 0.10
Convierta los siguientes numeros fraccionarios, dados en binario, a decimal

a) 0.1 5)0.010101 ¢)0.0001 d) 0.11111 e) 0.00110011 H o.o0110111



1.8
1.9

110

1.11

1.12
113

1.14

1.15
116

117

ERRORES

Repita los incisos (a) a (f) del problema 1.7, pero pasando a octal como paso intermedio.
Convierta los siguientes nimeros, dados en decimal, a octal y binario.

a) 985.34 b) 10.1 ¢) 888.222 d) 3.57 €) 977.93 f) 0.357 g) 0.9389 h) -0.9389

Se dijo en la secci6én 1.2 que cada palabra de 16 bits puede contener un nimero entero
cualquiera del intervalo -32768 a +32767. Investigue por qué se incluye al -32768, o
bien por qué el intervalo no va de -32767.

Considere una computadora con una palabra de 8 bits. {Qué rango de nimeros enteros
puede contener dicha palabra?

Represente el nimero —26 en una palabra de 8 bits.

Dados los siguientes niimeros de mdquina en una palabra de 16 bits

4{Qué decimales representan?

Normalice los siguientes nimeros
a) 723.5578 b) -15.324 c) 0.003485 d)8 x 103
Sugerencia: Pase los nimeros a binario y despiies normalicelos.

Represente en doble precisién el nimero decimal del ejemplo 1.10
Elabore un programa para su calculadora o el dispositivo de célculo con que cuente, de
modo que el nimero 0.0001 se sume diez mil veces consigo mismo

0.0001 + 0.0001 + ... + 0.0001
1 2 10000

El resultado deberd imprimirse. Interprete este resultado de acuerdo con los siguientes
lineamientos

a) Sies 1, {c6mo es posible si se sumaron diez mil valores que no son realmente 0.0001?

b) En caso de obtener 1, explore con el valor 0.00001, 0.000001, etc., hasta obtener un
resultado diferente de 1.

¢) ¢Es posible obtener un resultado menor de 1? {Por qué?

Con el programa del problema 1.16 efectie los cdlculos de los incisos (a) a (d) del
ejemplo 1.12 y obtenga los resultados de la siguiente manera

a) Inicialice la variable SUMA con 0, 1, 1000 y 10000 en ios incisos (a), (b), (¢) y (d),
respectivamente, y luego en un cilo simese a ese valor diez mil veces el 0.0001. Anote
sus resultados.
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1.18

1.19

1.20

1.21
1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

b) Inicialice la variable SUMA con 0 para los cuatro incisos y al final del ciclo donde se
habra sumado 0.0001 consigo mismo 10000 veces, sume a ese resultado los niimeros
0, 1, 1000 y 10000 ¢ imprima los resultados.

Interprete las diferencias de los resultados.

La mayorfa de las calculadoras cientificas almacenan dos o tres digitos de seguridad més
de los que despliegan. Por ejemplo, una calculadora que despliega ocho digitos puede
almacenar realmente diez ( dos digitos de seguridad); por tanto, serd un dispositivo de
diez digitos. Para encontrar la exactitud real de su calculadora, efectie las siguientes
operaciones.

Divida 10 entre 3, al resultado réstele 3

Divida 100 entre 3, al resultado réstele 33.
Divida 1000 entre 3, al resultado réstele 333.
Divida 10000 entre 3, al resultado réstele 3333.

Notard que la cantidad de los nimeros 3 desplegados se va reduciendo.

La cantidad de 3 desplegada en cualquicra de las operaciones anteriores, sumada al
nimero de ceros utilizados con el 1, indica el nimero de cifras significativas que maneja
su calculadora. Por ejemplo, si con la segunda operacién despliega 0.3333333 la calcu-
ladora manjea nueve cifras significativas de exactitud (7 + 2 ceros que tiene 100).

NOTA: Si su calculadora es del tipo intérprete BASIC, no realice las operaciones como
1000/3-333 porque obtendrd otros resultados.

Evalie la expresion A / ( 1-cos x ), en un valor de x cercao a 0°. 4C6mo podria evitar
la resta de dos nimeros casi iguales en el denominador?

Determine en su calculadora o microcomputadora si muestra un mensaje de overflow o
no.

Deduzca las expresiones para xp dadas en el ejercicio 1.7.

Un nimero de mdquina para una calculadora o computadora es un nimero real que
se almacena exactamente (en forma binaria de punto flotante). El nimero —-125.32 del
ejemplo 1.10, evidentemente no es un nimero de mdquina (si el dispositivo de cdlculo
tiene una palabra de 16 bits). Por otro lado, €l mimero -26 del ejemplo 1.8 si lo es,
emp]eando una palabra de 16 bits. Determine 10 nimeros de mdquina en el intervalo
[10‘ 10! ] cuando se emplea una palbra de 16 bits.

Investlgue cudntos numeros de maquina positivos es posible representar en una palabra
de 16 bits.

Haga el andlisis de la propagacién de errores para la resta (véase andlisis de la suma,
en la seccion 1.3).

Se desea evaluar Ia funcién € en el punto x = 1.0; sin embargo, si ¢l valor de x se
calcul6 en un paso previo con un pequefio error y se tiene x* = 1.01; determine € con
las expresiones dadas en la evaluacién de funciones de la seccién 1.3. Luego determine
ef como f (1) - f (1.01) y compare los resultados.

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones, usando dos cifras decimales para guardar
los resultados intermedios y finales.

21.76x + 2434y = 124 14.16x + 1584y = 1.15

y determine el error cometido. La solucién exacta (redondeada a 5 cifras decimales es)
= -347.89167,y = 311.06667.
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1.27 Escriba el siguiente programa BASIC en su microcomputadora

INPUT A

WHILE A > 0
PRINT LOG (EXP (A) ) - A, EXP (LOG (A) ) - A
INPUT A

WEND

END

utilice QUICK-BASIC; TURBO-BASIC o GWBASIC (en este dltimo caso necesitard
usar un niimero para cada lfnea). Ejectitelo con diferentes valores para A, tales como
1, 1.5, 1.8, 2.5, 3.1416, 0.008205, etc. y observe los resultados.

1.28 Modifique el programa del problema 1.27 agregédndole al principio la instruccion
DEFDBL A

y compare los resultados
1.29 Modifique las instrucciones PRINT del programa del problema 1.27 para que queden
asf

PRINT SQR (A™2)- ASQR(A)"2-A

y vuelva a ejecutarlo con los mismos valores.

1.30 Realice la modificacion indicada en el problema 1.29 al programa del problema 1.28.
Compare los resultados.

1.31 Repita los problemas 1.27 a 1.30 con lenguaje PASCAL (puede usar TURBO PASCAL
por ejemplo), con lenguaje C (TURBO C) y compare los resuitados con los obtenidos
en BASIC.

Programa en PASCAL

Program Errores;
Var a: Real;
Begin
Readln (a);
While a > 0 Do
Begin
Writeln (Exp (LN (a)) —a, Ln (Exp (a) ) -4;
Readin (a);
End;
End.
Programa en C;

# include <stdio.h >
# include < math.h >
main ()

float a;
scanf ( “%g”, &a);
while (a > 0)
{
printf (“%g %g\n”, log (exp (a ))-a, exp (log (a) )-a);
scanf (“%g”, &a),

}

Las modificaciones para doble precisién son: En Pascal cambiar la instruccidn Var a: Real;
por Var a: Double;. En C cambiar la instruccién float a; por double a;. En las instrucciones
scanf y printf cambiar “%g” por “%lg”.
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CAPITULO 2

SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

Seccién 2.1 Método de punto fijo

Seccién 2.2 Método de Newton-Raphson

Seccion 2.3 Método de la secante

Seccién 2.4 Método de posicion falsa

Seccién 2.5 Método de la biseccion

Seccién 2.6 Problemas de los métodos de dos puntos y orden de convergencia
Seccién 2.7 Aceleracién de convergencia (método de Steffensen, método Illinois)
Seccién 2.8 Bisqueda de valores iniciales

Seccién 2.9 Raices complejas (método de Miiller)

Seccién 2.10 Polinomios y sus ecuaciones (método de Horner, método de Lin)

EN ESTE CAPITULO se presenta un estudio minucioso de métodos muy diversos,
desde perspectivas analfticas y geométricas; como prototipo de todos se tiene el
método de punto fijo.

INTRODUCCION

Uno de los problemas que se presenta con frecuencia en ingenieria es encontrar
las rafces de ecuaciones de la forma f (x ) = 0, donde f (x ) es una funci6n real
de una variable x, como un polinomio en x

f({x) =48+ -8x+2
o una funcién trascendente*
f(x)=¢€senx + In 3 + 1

Existen distintos algoritmos para encontrar las rafces o cefos de f (x ) = O,
pero ninguno es general; es decir, no hay un algoritmo que funcione con todas las
ecuaciones; por ejemplo, se puede tener un algoritmo que funciona perfectamente
para encontrar las rafces de f; (x ) = 0, pero al aplicarlo no se pueden encontrar
los ceros de una ecuacién distinta f, (x) = Q

Sélo en muy pocos casos serd posible obtener las rafces exactas de f (x ) = 0,
como cuando f ( x ) es un polinomio factorizable, tal como

fE)=(x-x)(x-%) .. (x-1x,)

*Las funciones trascendentes contienen términos trigonométricos, exponenciales o logarftmicos 0 ambos
de la variable independiente.
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donde x;, 1 < i < n denota la i-¢sima raiz de f (x ) = 0. Sin embargo, se pueden
obtener soluciones aproximadas al utilizar algunos de los métodos numéricos de
este capitulo. Se empezard con el método de punto fijo (también conocido como
de aproximaciones sucesivas, de iteracion funcional, etc.), por ser el prototipo de
todos ellos.

SECCION 2.1 METODO DE PUNTO FIJO

Sea el inicio la ecuaci6n general

S(x) =0 @.1)

de la cual se desea encontrar una rafz real* x.
El primer paso consiste en transformar algebraicamente la ecuacién 2.1 a la for-
ma equivalente

x =g (x) 22)
Por ejemplo para la ecuacion
f(x)y=2%-x-5=0, (2.3)

cuyas rafces son 1.850781059 y —1.350781059, algunas posibilidades dex = g (x)
son

a) x =20 -5, "despejando” el segundo término.
x+35
b) x = 2 "despejando” x del primer término.
5 24
<) =57 factorizando x y "despejdndola”.
d) x=2-5 sumando x a cada lado.
2
€) x=x -2 TXT5 yease seccion 2.2

4x -1

Una vez que se ha determinado una forma equivalente (Ec. 2.2), el siguiente
paso es tantear una raiz; esto puede hacerse por observacién directa de la ecuacién
(por ejemplo en 1a Ec. 2.3 se ve directamente que x = 2 es un valor cercano a una
rafz). Se denota ¢l valor de tanteo o valor de inicio como xo. Otros métodos de
tanteo se estudiardn en la seccién 2.8.

Una vez que se tiene xy, s¢ evalta g (x ) en xo, denotdndose el resultado de esta
evaluacién como x,; esto es

g(x) =x

£in las secciones 2.9 y 2.10 se discutiré el caso de rafces complejas.
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El valor de x; comparado con x, presenta los dos siguientes casos
Caso 1. Quex; = xp

Esto indica que se ha elegido como valor inicial una rafz y el problema queda
concluido. Para aclararlo, recuérdese que si x es raiz de la ecuacion 2.1, se cumple que

f(x) =109,
y como la ecuaci6n 2.2 es s6lo un rearreglo de la ecuacion 2.1, tambi€n es cierto que
g(x¥) =&

Si se hubiese elegido como xp = 1.850781059 para la ecuacién 2.3, el lector
puede verificar que cualquiera que sea la g ( x ) seleccionada, g (1.850781039) =
1.850781059; esto se debe a que 1.850781059 es una rafz de la ecuacién 2.3. Esta
caracteristica de g ( x ) de fijar su valor en una rafz x ha dado a este método el
nombre que lleva.

Caso 2. Que x; # x,

Es el caso mds frecuente ¢ indica que x; y xo son distintos de x. Esto es f4cil de
explicar, ya que si X no es una rafz de 2.1, se tiene que

f(x) =0
y por otro lado, evaluando g (x) en %, se tiene
g(x) = x

En estas circunstancias se procede a una segunda evaluacion de g ( x ), ahora en
x1, denotdndose el resultado como x,

g(x) =x,

Este proceso se repite y se obtiene el siguiente esquema iterativo

Valor inicial: Xg f(x)
Primera iteracién X1 =¢g(x) f(x)
Segunda iteraci6n X = g(x) f{x2)
Tercera iteracién x3 = g(x) f(x3)

(25)
i-ésima iteracion xi = g(xiq) ‘ f( X.?,-)
i+1-ésima iteracion X1 = g(x) f(xi41)
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Aunque hay excepciones, generalmente se encuentra que los valores xg, Xy, Xa, ...
se van acercando a x de manera que x; estd mds cerca de X que x;_;, o bien se van
alejando de x de modo que cualquiera estd mds lejos que el valor anterior.

Si para la ecuacion 2.3 se emplea x, = 2.0 como valor inicial y las g ( x ) de los
incisos (a) y (b) de la ecuacién 2.4 se obtiene, respectivamente

x+5
X =2;8(x)=2-35 x=2;g(x) = 2
0 3 0 2.00000 | 1.87083
1 13 1 | 1.87083 | 185349
3 | 33 | 3 | 185083

Puede apreciarse que la sucesioén diverge con la g ( x ) del inciso (a) y converge
a la rafz 1.850781059 con la g ( x ) del inciso (b).

Finalmente, para determinar si la sucesién xg, x1, X, ... estd convergiendo o di-
vergiendo de una rafz x, cuyo valor se desconoce, puede calcularse en el proceso
2.5 1a sucesion f (x5 ), f (x1 ), f ( x2 ), ... Si dicha sucesién tiende a cero, el
proceso 2.5 converge a X y dicho proceso se continuard hasta que | f(x) | < ¢,
donde &, es un valor pequefio e indicativo de Ia exactitud o cercanfa de x; con x. Se
toma a x; como la rafz y el problema de encontrar una raiz real queda concluido.
Si por el contrario f (xg ), f (X1 ), f (x2), ... no tiende a cero, la sucesion x, x1,
x,, ... diverge de x y el proceso deberd detenerse y ensayarse uno nuevo con una
g (x ) diferente.

Ejemplo 2.1

Encuentre una aproximacion a una rafz real de la ecuacién
cosx-3x =20
SOLUCION
Dos posibilidades de g (x ) = x son
a) x = Cosx —~2x byx = cosx /3

Graficando por separado las funciones cos x y 3x, se obtiene la figura 2.1
(para graficar puede usar software comercial).

De donde un valor cercano a x es xo = (7 /2 ) /4*. Iterando se obtiene
para la forma del inciso (a)

*En ¢l caso de funciones trigonométricas x debe estar en radianes.
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3x

)

YA

0] x 2 ‘x7
CoOsSx

Figura 2.1. Griéfica de cos x y de 3 x

i x; _8(x) A fxm) ]

0 /8 021578 | 035626

1 0.214578 0.57084 0.71256
2 057084 | -0.14172 142516
3 014172 |  1.28344 285057

4 12834 | 156713 | 5701020

Se detiene el proceso en la cuarta interacion, porque f (xp ), f ( 2, )
f(x2), ... no tiende a cero. Se emplea el valor absoluto de f (x ) para manejar
la idea de distancia.

Se inicia un nuevo proceso con x, = (= /2')/4yla forma equivalente del
inciso (b)

~0.3079
| 031765
031666
| 031676
031615 |

i

0
o
3

y la aproximacién de la raiz es
X = x, = 031675
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Criterio de convergencia

Se estudiard un criterio m4s de convergencia del proceso iterativo 2.5, basado en
que

g(x) =x

por lo cual puede suponerse que si la sucesién xg, x, X, ... converge a X, los valores
consecutivos x; y x4 irdn acercdndose entre sf conforme el proceso iterativo avanza,
como puede verse enseguida

- || I
I I [

Yo * 2 X3 Xy X5%p

Un modo préctico de saber si los valores consecutivos se acercan es ir calculando
la distancia entre ellos

d = | x4y -x |

Si la sucesion dy, d; ds,... tiende a cero, puede pensarse que el proceso 2.5 estd
convergiendo a una rafz X y debe continuarse hasta que d; <e, y tomar a x;;; como
la rafz buscada. Si d, d, ds, ... no converge para un niémero "grande” de iteraciones
(l14mense MAXIT), entonces xg, X1, X3, ... diverge de X, y se detiene el proceso para
iniciar uno nuevo, modificando la funcién g (x), el valor inicial o ambos.

Este criterio de convergencia se utiliza ampliamente en el andlisis numérico y
resulta mds sencillo de calcular que el que emplea la sucesion f (xg), £ (x1 ), f *2), -
pero también es menos seguro, como se verd mds adelante.

Para finalizar esta seccién se da un algoritmo del método de punto fijo en forma
propia para lenguajes de programacion.

Para encontrar una raiz real de 1a ecuacién g (x) = x proporcionar
1a funcién G (X) y los

DATOS: Valor inicial X0, criterio de convergencia EPS y
namero méiximo de iteraciones MAXIT.
RESULTADOS: La rafz aproximada X o un mensaje de falla.

PASO 1. Hacerl =1
PASO 2. Mientras I <MAXIT, realizar los pasos 3 a 6.
PASO 3. Hacer X = G(X0) (calcular (x; ))
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PASO 4. Si ABS (X - X0) < EPS entonces IMPRIMIR Xy
TERMINAR. De otro modo CONTINUAR
PASOS5. HacerI =1+1
PASO 6. Hacer X0 = (actualiza X0)
PASO 7. IMPRIMIR mensaje de falla: "EL METODO NO CONVERGE
A UNA RAIZ" y TERMINAR.

El criterio | g (x) | <1

Es importante analizar por qué algunas formas equivalentes x = g (x) de f(x)
= 0 conducen a una raiz en el método de punto fijo y otras no, aun empleando el
mismo valor inicial en ambos casos.

Se inicia el andlisis aplicando el teorema del punto medio* a la funcion g (x) en
el intervalo comprendido entre x; 4 y x;.

g(x) —8(xiy) =8 (&) (% -x) (2.6)
donde

§ E(x,x,).
Como

Bl) = x4, YE () = X
sustituyendo se obtiene
Xa=% = 8 ¢) &5=xy)

Tomando valor absoluto en ambos miembros

| %%, | = 1 &€& | | x;-x |
Parai = 1,2, 3, ... la ecuaci6én 2.7 queda asf
[ x%-x | = 18E) | | x;-x | & € (x,xp)
| %-x 1 =1 8C&E) | -2 | & € (xpx)
(2.8)
| x4~x3 | = | gE) | | x3-x, | &3 € (x5, 1))

SupOngase ahora que en la regién que comprende a xg, Xy, ... y €n ¥ misma, la
funcién g’(x) estd acotada; esto es

8@ | =M,

*Se supone que g (x) satisface las condiciones de aplicabilidad de este teorema.



40 METODOS NUMERICOS

para algin nimero M. Entonces
| xp-x; | =M | x-x, |
| x3-x, | =M | x,-x, |

2.9
| x4=x3 | =M | x3-x, | )

Si se sustituye la primera desigualdad en la segunda, se tiene
 x3-x | =M | x,-x; | sMM | x;-x, |

o bien
2
| x3-x, | =sM° | x;-x, |

Si se sustituye este resultado en la tercera desigualdad de la ecuacién 2.9 se tiene
| x=x | SM | x3-x, | sMM | x-x; |
3
[ Xg—x3 | s M | 3 -xp |

Procediendo de igual manera se llega a

| Y -x | <M | x-x | (2.10)

El proceso 2.5 puede converger por razones muy diversas, pero es evidente que
si M < 1, dicho proceso convergird, ya que M' tenderd a cero al tender i a un
nimero grande.

En conclusién, el proceso 2.5 puede converger si M es grande y conver-
gird si M < 1 en un entorno de x que incluya xg, x;, X3, ... Entonces M < 1
es una condicién suficiente, pero no necesaria para la convergencia.

Un método prdctico de emplear este resultado es obtener distintas formas x =
g (x)def () = 0,ycalcular | g’ (x) |; las que satisfagan el criterio | g’ (xo) |
< 1 prometerdn convergencia al aplicar el proceso 2.5.

Ejemplo 2.2
Calcule una rafz real de la ecuacién* _
f@) =2 +22+1x-20 = 0,

empleando como valor inicial xp = 1.

*Resucita por Leonardo de Pisa en 1225,
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SOLUCION

Dos formas x = g (x) de esta ecuacién son

20 3 2
= 5—"— b =x"+ 2r°+ 11x - 20
RIS S T y b ox=x
de donde
-20(2x + 2) . 2
(x) = g'(x) =3x"+ & + 11
g (x) (x*+ 2c + 10)? y )
Sustituyendo xo = 1i.
, - =8, _ , _

De donde la forma (a) promete convergencia¥ la forma (b) no.
Aplicando el proceso 2.5 y el criterio e = 107 a | xi41—x; | en caso de
convergencia, s¢ tiene

i x; [ et | | ] g’ () |

0 1.00000 0.47337

1 1.53846 | 0.53846 0.42572

2 1.29502 0.24344 0.45100

3 1.40183 1.10681 0.44047

4 1.35421 0.04762 0.44529

5 1.37009 0.02101 0.44317

6 1.36593 0.00937 0.44412
7 1.37009 0.00416 0.44370 .

8 1.36824 0.00185 0.44389

9 1.36906 0.00082 0.44386

Obsérvesc que | g;(x,-) | se mantiene menor de uno. Una vez
que| x4 ~x; | < 107, se detiene el Proceso y se toma como rafz a x,

x =~ 1.36906
Si se hubiese tomado la forma equivalente

-x 2%+ 20

X = 10
para la cual, se tiene
vooy o =t 4
g (X) - 10

yoonxy = 1

, = =7
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lo cual indica posibilidad de convergencia, pero al aplicar el proceso 2.5 se
tiene

i _oh e | L] g () |
0 100000 | 0.70000

1 170000 | 070000 | 154700
2| o0g0n0 076930 | 063214
3 | 174614 | 081544 | 161316

4 | 085780 | 088835 | 05638
5 093192 | 167682

Una divergencia lenta, ya que | g’(x;) | toma valores mayores de 1 en

algunos puntos.
La condicién de que el valor absoluto de g’ (x) sea menor que 1 en la regién
que comprende la raiz buscada x y los valores x;, se interpreta geométricamente

a continuacion.

En caso de contar con software comercial pueden graficarse las funciones
g (x) correspondientes a los incisos (@) y (b) y larectay = x, y observar los
valores de g’ (x) en las x; del proceso iterativo.

Interpretacion geométricade | g (x) | < 1

Al graficar los dos miembros de la ecuacion 2.2 como las funcionesy = xyy
= g (x), la raiz buscada x es la abscisa del punto de cruce de dichas funciones (véase

Fig. 2.2).

Y
A =x
y =gl
4 t f
|
|
)
!
I
|
| |
;' PP %= gy
: |
| T O
|
- | |
| I i
—_— ; | ! : |
| l : I |
l | | : I/
X x, X, X, X, x

Fig. 2.2 Interpretacién geométrica de | g’ (x) | <1
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El proceso 2.5 queda geométricamente representado en la figura 2.2, la cual
muestra un caso de convergencia, ya que g’ (x) es menor que 1 en xg, x3, ... X.

Para ver esto se trazan las tangentes a g (r) en (xq, X1), (X1, X2), ... Y s€ observa
que todas tienen un 4dngulo de inclinacién menor que la funcién y = x cuya pen-

diente es 1.
A continuacion se presentan geométricamente los casos posibles de convergencia

y divergencia.

Y y
=X
y y=x
y=g()
y = gx)
i
i
|
\ 1
! 1 } i
| | T 5
! ! Do ; '
! } : b !
T | i | | I
I | | 1 i | t
[ t i ! I
il i i —_ A | i
X xz Xy Xl xo X Xl xxz .X'O X
a. Convergencia monoténica b. Convergencia oscilatoria
y = gk y=g(x)
y
y y=x
] Yo
| )
‘ )
|
|
1 |
l f
| | X
=T
! !
t [ i
¢ | I IR
I ! | | I [ 1
1 | i { ) t 1 H
[ I ! ! Poon b
Lo : : Lo
A I L I
x x, X x, X X X, X, X Xy X, x
¢. Divergencia monoténica d. Divergencia oscilatoria

Figura 2.3 Cuatro casos posibles de convergencia y divergencia en la iteracién x = g ).
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Caso 1. La figura 2.3 ilustra qué ocurre si g (@) se encyentra ek e 0yl |
‘Incluso si x, estd lejos de la rafz ¥ —que se encuentra en el cruce'de
las curvasy = x,y = g (x)— los valores sucesivos de x; se acercan
a la rafz por un solo lado. Esto se conoce como convergencia mono-
tonica.

Caso 2. La figura 2.3b muestra la situacién en que g’ (x) estd entre -1 y 0.
Aun si x, estd alejada de la rafz x, los valores sucesivos de x; s¢ apro-
ximan por ¢l lado derecho e izquierdo de la rafz. Esto se conoce como
convergencia oscilatoria.

Caso 3. En la figura 2.3¢ se ve la divergencia cuando g’ (r) es mayor que 1.
Los valores sucesivos de x; se alejan de la rafz por un solo lado. Esto
se conoce como divergencia monotémica.

Caso 4, La figura 2.3d presenta la divergencia cuando g* (x) es menor que 1.

e Los valores sucesivos de x; se alejan de la rafz oscilando alrededor
de ella. Esto se conoce como divergencia oscilatoria.

Nuevamente se recomienda usar un graficador para encontrar diversas g (x) que
cumplan los cuatro posibles casos mostrados.

Orden de convergencia

Se verd ahora que la magnitud de g* (x) no s6lo indica si el proceso converge o
no, sino que ademds puede usarse como indicador de cudn rdpida es la convergencia.
Sea €; el error en la i-ésima iteracion; esto es

Si se conoce el valor de la funcién g (x) y sus derivadas en x, puede expanderse
g (x) alrededor de x en serie de Taylor y encontrar asi el valor de g (x) en x;

.2 _ 3
g () =g(f)+g’(f)(x;—f)+g”(x)(";x) +g’”(f)(i§-!x—) + o
o bien
(. r)? oo (=T )
BO) -8 =g (D) E-F) +¢"(F) 5y +g7() g~ +
Como
X4 = 8§ (X))
y -
=g(x),

también puede escribirse la Gltima ecuacion como
2

: €;
X X =g(X) € +¢g°(X) ', +870 (X)) 3y o
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El miembro de la izquierda es el error en la (i + 1) -€sima iteracién y, por tanto,
se expresa como €;,4 de modo que

€’} e} 211
€ =8 (F) € +8" () 57 +877(X) 55 + .| G

donde puede observarse que si después de las primeras iteraciones €; tiene un valor
pequeiio ( | € | < 1), entonces €2, | € |, €, ... serdn valores més
pequefios que | €; |,de modoquesig’(x) = 0,la magnitud del primer t€rmino
de la ecuacién 2.11 generalmente domina las de los demds términos y €;,, es pro-
porcional a €; en cambiosig’ (x) = 0yg” (x) # 0, la magnitud del segundo
término de la ecuacién 2.11 predomina sobre 1a de los t€rminos restantes y €;,, es
proporcionala €2.Sig’ (x) = g’ (x) = 0yg” (x) = 0, €., es proporcional
a €}, etcétera.

Se dice entonces que en caso de convergencia, ¢l proceso 2.5 tiene orden
uno si g’ (x) = O,ordendossig’ (x) = 0yg” (x) = 0, orden tres
sig(x)=g"(x)=0yg” (x) # 0, etc. Una vez determinado el orden n
se tiene que €;,; = €;" y el error €;,; serd més pequefio que €; entre m4s grande
sea n y la convergencia por tanto mds rdpida.

Obsérvese que en los ejemplos resueltos g° (x) # 0, y el orden ha sido uno.
Como al iniciar €l proceso s6lo se cuenta con xo y algunas formas g (x), puede
obtenerse g’ (x) para cada forma y las que satisfagan la condicién | g’ (xp) | <1
prometerdn convergencia. Dicha convergencia serd mds rdpida para aquéllas donde
| & (xo0) | sea mds cercano a cero y mds lenta entre mis préximo esté dicho valor
a 1. Asf pues, para la ecuaci6n 2.3, las formas 2.4 y el valor inicial x = 2 se obtiene
respectivamente

) FW =4 V18R | =4
’ — 1 —_— 4 —
by g'(x) = 4(x+5)" y 18°(2)] = 01336
2
) g'(x) =(—2;—1_%—)'2 y |g°(2) | = 1111
d gk =& y 18@ | =8

_ (4x-1) (4r-1) - (x2x-5)4

9 F@=1 T

|g°(2)| = 008163

Las formas de los incisos (b) y (¢) quedan con posibilidades de convergencia, y
la (¢) como la mejor opcién porque su valor est4 mds cercano a cero.
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Se deja al lector encontrar una raiz real de la ecuacién 2.3 con el método de
punto fijo, con la forma (¢) y detener la iteracién una vezque | f(x;)) | =< 1074,
en caso de convergencia, o desde un principio si observa divergencia en las primeras
iteraciones.

SECCION 2.2 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Abora se estudiard un método de segundo orden de convergencia cuando se trata
de raices reales no repetidas. Consiste en un procedimiento que lleva la ecuacién
f(x) = Oalaformax = g (x),de modo queg’ (¥) = 0. Su deducciOn se presenta
enseguida.

En la figura 2.4 se tiene la gréifica de f (x) cuyo cruce con el eje x es una rafz
real x.

Sup6ngase que se escoge un valor inicial xo que se sitda en el eje horizontal.
Tracese una tangente a la curva en el punto (xg, f (xg)) y @ partir de ese punto sigase
por la tangente hasta su interseccién con ¢l ¢je x; €l punto de corte x; es una nueva
aproximacion a X (nétese que se ha reemplazado la curva f (x) con su tangente en
(xof (x0)). El proceso se repite comenzando con x;, se obtiene una nueva aproxima-
cion x, y asi sucesivamente, hasta que un valor x; satisfaga | f(x;) | =e,

| xi41 —x; | <e o ambos. Si lo anterior no se cumpliera en un méximo de itera-
ciones (MAXIT), debe reiniciarse con un nuevo valor xg.

y Jx)

(g STxg)

pendiente = f(x;)

S

Figura 2.4 Derivacién del método de Newton-Raphson.
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La ecuacién central del algoritmo se obtiene asf
xl = xO - Ax
La pendiente de la tangente a la curva en el punto (xo, f (xo)) es

£y = 52,

asi que
f(x)
Ax = 5~
[ (%)
y sustituyendo
f(x)

1507 0

0 en general

F(x;)
Yiv1 = X

g T 8G)

(2.12)

Este método es de orden 2, porque g’ (x ) = 0yg” (x) # 0 (véase Probl. 2.11).

Ejemplo 2.3
Encuentre una rafz real de la ecuacién
fE) =3 +2% +1w-20
mediante €l método de Newton-Raphson, xy = 1,
cone = 107 aplicado a | x41 - % |
SOLUCION

Se sustituyen f(x) y f*(x) en (2.12)

x>+ 2%+ 10x, - 20
3‘12‘*' 4x; + 10

Xiv1 = X —
Primera iteracion

(4 2(1)*+ 10(1) - 20
3(1)%+ 4(1) + 10

x; =1 = 141176

Como x; # xg, se calcule x;
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Segunda iteracién
1.41176) *+ 2(1.41176) >+ 10(1.41176) — 20
= 1.41176 - { =1
*2 3(1.41176) >+ 4(1.41176) + 10 1.36934
Con este proceso se obtiene la tabla 2.1
L]l s llamenl] et @
0 1.00000 o 0.24221
1 1.41176 0.41176 0.02446
2 136934 0.04243 0.00031
3 | 136881 000053 1.09 x 10°
4 136881 | 000000 12714 x 10°°
Tabla 2.1 Resultados del ejemplo 2.3.

Se requiricron s6lo tres iteraciones para satisfacer ¢l criterio de convegencia;
ademds se obtuvo una mejor aproximaciéon a x que en el ejemplo 2,2, ya que
f (1.36881) estd mds cercana a cero que f (1.36906), como se ve a continuacién

£(1.36881) = (1.36881)° + 2(1.36881)° + 10(1.36881)-20 = -0.00004
| f(1.36881) | = 0.00004y | f(1.36906) | = 0.00531

Obsérvese que x4 ya no cambia con respecto a x3 en cinco cifras decimales y que
g (x4) es pricticamente cero.

El software del libro presenta este método con diferentes posibilidades, deduc-
cién del método, solucién paso a paso de un ejemplo y solucién de una ecuacion
propuesta por €l usuario.

Para encontrar una rafz real de la ecuacién f (x) = 0, proporcionar
Ia funcién F (X) y su derivada DF (X) y los

DATOS: Valor inicial X0, criterio de convergencia EPS,
criterio de exactitud EPS1 y nimero miximo de
iteraciones MAXIT.

RESULTADOS: La rafz aproximada X o un mensaje de falla.

PASO 1. Hacerl =1
PASO 2. Mientras I < MAXIT, repetir los pasos 3 a 7.
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PASO 3. Hacer X = X0 - F(X0) / DF (X0) (calcula x))
PASO 4. SI ABS (X - X0) < EPS, entonces IMPRIMIR X
y TERMINAR. De otro modo CONTINUAR.
PASO 5. Si ABS (F (X)) < EPS], entonces IMPRIMIR
X y TERMINAR. De otro modo CONTINUAR.
PASO 6. Hacerl = 1 +1
PASO 7. Hacer X0 =
PASO 8. IMPRIMIR mensaje de falla "EL METODO NO CONVERGE
A UNA RAIZ" y TERMINAR.

Fallas del método de Newton-Raphson

Cuanto el método de Newton-Raphson converge se obtienen los resultados en
relativamente pocas iteraciones, ya que para rafces no repetidas este método con-
verge con orden 2 y el error €;,, €s proporcional al cuadrado del error anterior*
€,. Para precisar mds, supéngase que el error en una iteracién es 107, el error
siguiente —que es proporcwnal al cuadrado del error anternor—— €s entonces apro-
ximadamente 107", el que sigue serd aproximadamente 107, etc. De esto puede
afirmarse que cada lteracnén duplica aproximadamente el numero de digitos correctos.

Sin embargo, algunas veces el método de Newton-Raphson no converge sino que
oscila. Esto ocurre si no hay raiz real como se ve en la figura 2.5a; si l1a rafz es un
punto de inflexién como en la figura 2.5b, o si el valor inicial estd muy alejado de
la raiz buscada y alguna otra parte de la funcion "atrapa” la iteracién, como en la
figura 2.5¢. Esto puede explorarse con el software del libro, con el GC o con un
graficador.

El método de Newton- Raphson requiere la evaluacién de la primera derivada
de f (x). En la mayorfa de los problemas de los textos este requisito es trivial, pero
éste no es el caso en problemas reales donde, por ejemplo, la funcién f (x) estd
dada en forma tabular.

Es importante discutir algunos métodos para resolver f (x) = 0 que no requieran
el célculo de f ’(x), pero que retengan algunas de las propiedades favorables de
convergencia del método de Newton-Raphson. A continuacion se estudian algunos
métodos que tienen estas caracteristicas y que se conocen como métodos de dos
puntos.

SECCION 2.3 METODO DE LA SECANTE

El método de la secante consiste en aproximar la derivada f *(x;) de la ecuacién
2.12 por el cociente**

f(x) - f(x._x)

X; - X4

*Véase Probl. 2.13
**Nétese que este cociente es la derivada numeérica de f (x).
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¢) Valor inicial muy lejos de la raiz

Figura 2.5. Funciones donde falla el método de Newton-Raphson.
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formado con los resultados de las dos iteraciones anteriores x;_ y x; De esto resulta
la férmula

R & - X ) () )
A AT A (213)

Para la primera aplicacion de la ecuacién 2.13 e iniciar el proceso iterativo, se
requerirdn dos valores iniciales: xy y x1.* La siguiente aproximacion, x,, estd dada
por
. - (X = %) f (%)

Pf() - f(x)

x2=

X3 por
L (mmn)i)
2 () - f(x)

y asf sucesivamente hasta que g (v;) = X;41 O una vez que

X3=

| Xp1-% | <e

| faw) | <g

Ejemplo 2.4

Use el método de la secante para encontrar una rafz real de la ecuacion
polinominal

f@ =2 +27+1x-20 =0
SOLUCION

Con la ecuacién 2.13 se obtiene

ey (% = %) (5 + 2 + 10y, - 20)
LT T (] + 29 + 10g - 20) - (x, + 20, + 10r, - 20)

Mediante xg = Oyx; = 1 se calcula x;

(1-0)(*+2(1)’+10(1)-20)

2= T2 (1) +10(1)-20) - (0 +2(0) + 10(0)-20)

= 1.53846

*Que pueden obtenerse por el método de punto fijo.
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Los valores de las iteraciones subsecuentes se encuentran en la tabla 2.2
Si bien no se convergid a la rafz tan rdpido como en el caso del método de
Newton-Raphson, la velocidad de convergencia no es tan lenta como en el
método de punto fijo (véase ejemplo 2.2); entonces se tiene para este ejemplo
una velocidad de convergencia intermedia.

I Y | %41 =% |
0 0.00000
1 1.00000 1.00000
2 1.53846 0.53846
3 1.35031 0.18815
4 1.36792 0.01761
5 1.36881 0.00090
oy e e = 10°3

Tabla 2.2 Resultados del ejemplo 2.4.

Para encontrar una rafz real de la ecuacion f (x) = 0, dada f (x)
analfticamente, proporcionar la funcién F (X) y los

DATOS: Valores iniciales X0, X1; criterio de convergencia
EPS, criterio de exactitud EPS1 y ndmero mdximo
de iteraciones MAXIT.

RESULTADOS: La rafz aproximada X o un mensaje de falla,

PASO 1. Hacerl =1
PASO 2. Mientras I < MAXIT, repetir los pasos 3 a 8.
PASO 3. Hacer
X=X0 - (X1-X0)*F(X0)/(F(X1)-F(X0))
PASO 4. Si ABS (X - X1) < EPS entonces IMPRIMIR X y

TERMINAR

PASO 5. Si ABS (F (X)) < EPS1 entonces IMPRIMIR X'y
TERMINAR

PASO 6. Hacer X0 = X1

PASO 7. Hacer X1 = X

PASO8 Hacerl = [ +1
PASO 9. IMPRIMIR mensaje de falla "EL METODO NO CONVERGE
A UNA RA{Z' y TERMINAR.
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Interpretacién geométrica del método de la secante

Los dos miembros de la ecuacién x = g (r) se grafican por separado, como se
ve en la figura 2.6.

Se eligen dos puntos del eje x: xp y x; COMO primeras aproximaciones a X.

Se evalda g (x) en xp y en x; y s¢ obtienen los puntos A y B de coordenadas (xo,
g (x0)) y (x1, g (x1)), respectivamente.

Los puntos A y B se unen con una linea recta [secante a la curva y = g (x)] y
se sigue por la secante hasta su interseccién con la recta y = x. La abscisa corres-
pondiente al punto de interseccién es xp, la nueva aproximacion a x.

Para obtener x;3 se repite el proceso comenzando con x; y x en lugar de x y x;.

Este método no garantiza la convergencia a una rafz, lo cual puede lograrse con
ciertas modificaciones que dan lugar a los métodos de posicion falsa y de biseccion.

IV

Secante

B

y =g

|
|
I
AV
2
||I

Il
R
[ A
'
[
e
o
I

— L
0 X, xz x X

Figura 2.6. Interpretacién geométirica del método de la secante.

= L——

SECCION 2.4 METODO DE POSICION FALSA

El método de posicion falsa, también Ilamado de Regula-Falsi, al igual que el
algoritmo de la secante, aproxima la derivada f ’(x;) de la ecuacién 2.12 por el co-

ciente
F(x) - f(x,)

pero en este caso los valores de x; y x; ; se encuentran en lados opuestos de la rafz
buscada y sus valores funcionales correspondientes tienen signos opuestos; esto es

FE) X[y <0

Se denotan x; y x;4 cOMO xp y Xj, respectivamente.
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Para ilustrar el método se utilizard la figura 2.7 y se partird del hecho que se
tienen dos valores iniciales xp, y x; definidos arriba y de que la funcion es continua
€n (xl, XD).

Se traza una linea recta que une los puntos A y B de coordenadas (x1, f (x7)) ¥
(*p, f xp)), respectivamente. Se remplaza f (x) en el intervalo (x, xp) con el segmento
de recta AB y el punto de interseccién de este segmento con el eje x, xy, serd la
siguiente aproximacion a x.

Se evalda f (x)) y se compara su signo con el de f (xp). Si son iguales, se actualiza
xp sustituyendo su valor con el de xy; si los signos son diferentes, se actualiza x;
sustituyendo su valor con el de xy. Notese que el objetivo es mantener los valores
descritos (xp y x1) cada vez mds cercanos entre sf y la rafz entre ellos.

Se traza una nueva linea secante entre los puntos actuales A y B y se repite el
proceso hasta que se satisfaga el criterio de exatitud | f(xy) | < ¢ tomdndose
como aproximacién a x el valor Gltimo de xy. Para terminar el proceso también
puede usarse el criterio | xp-x; | < . En este caso se toma como aproximacién
a x la media entre xp y x1.

Para calcular el valor de xy se sustituye xp por x; y x; por x;; en la ecuacién 2.13,
con lo que se llega a

. _Gp -x)f(xp) _ xf(xp) —xpf (%) (2.14)
M =D f(xp) - f(x) f(xp) = f(xp)

el algoritmo de posici6n falsa.

y‘h yﬂ
7 16
% 5 N
i X x, Tx
! S5 <0
A7 fix)
a b

Figura 2.7. Método de posicién falsa.
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Ejemplo 2.5

Utilice el método de posicién falsa para obtener una rafz real del polinomio

f@) =2+ 2%+ 10 20
SOLUCION

Para obtener x; y xp se puede, por ejemplo, evaluar la funcion en algunos
puntos donde este cdlculo sea ficil o bien se grafica. Asf

f© = =20
fQy =<1
fED) = <29
f@)y = 16

De acuerdo con el teorema de Bolzano hay una rafz real, por lo menos, en
el intervalo (1, 2); por tanto

!

1;f@p) = -7
2;f(x) = 16

Xp

Xy

Al aplicar la ecuacion 2.14 se obtiene xy

1-2)(-7
xy = 1 - et = 130435

y
fe) = (1.30435)° + 2(1.30435)% + 10(1.30435) - 20 = -1.33476

Como f (xm) < 0, (igual signo que f (xp)), se reemplaza el valor de xp con
el de xy, con lo cual queda el nuevo intervalo como (1.30435,2). Por tanto

xp = 130435 ; f (xp) = -1.33476
x=2;f@) =16

Se calcula una nueva xy

(1.30435 - 2) (- 1.33476)

X, = 1.30435 - (- 1.33476 - 16)

= 1.35791,

f ) = (1.35791)° + 2(1.35791)% + 10(1.35791) - 20 = -0.22914
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Como f (xm) < 0, el valor actual de xp se remplaza con el Gltimo valor de
xm; asi el intervalo queda reducido a (1.35791,2). La tabla 2.3 muestra los
cdlculos llevados a cabo hasta satisfacer el criterio de exactitud

| f(xy) | =107
o | 100000 | 200000 | :
1 -~ 1.00000 2.00000 | 130435 1.33476
2 130435 | 200000 | 135791 | 022914
3 135791 000 | 136698 | 003859
4 1.36698 1.36850
6 | 136876 | 2.

Tabla 2.3 Resultados del ejemplo 2.5.

NOTA: El GC proporciona los métodos de punio fijo, Newton-Raphson, posicién falsa y bisec-
cién, de modo tal que pueden verse las iteraciones gréfica y numéricamente al resolver
una ecuacién dada. También hay calculadoras que disponen de algunos de estos métodos
con las cuales auxiliarse.

PASO 1.
PASO 2.

DATOS:

RESULTADOS:

Para encontrar una raiz real de la ecuaci6n f (x) = 0, dada f (x)
analiticamente, proporcionar la funcién F (X) y los

Valores iniciales XI y XD que forman un intervalo
en donde se halla una rafz x (F (XI) * F (XD) < 0),
criterio de convergencia EPS, criterio de exactitud
EPS1 y nimero médximo de iteraciones MAXIT.

La rafz aproximada X o un mensaje de falla.

HacerI = 1; FI = F (XI); FD = F (XD)
Mientras 1 < MAXIT, repetir los pasos 3 a 8.

PASO 3.

PASO 4.

PASO 5.

PASO 6.

Hacer XM = (XI*FD - XD*FI) / (FD - FI),

FM = F (XM).

Si ABS (FM) < EPS1 entonces IMPRIMIR XM y
TERMINAR.

Si ABS (XD-XI) < EPS, entonces Hacer

XM = (XD+XI)/2; IMPRIMIR "LA RA[Z
BUSCADA ES", IMPRIMIR XM y TERMINAR.
Si FD * FM >0, hacer XD = XM (actualiza XD).
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PASO 7. SiFD * FM <0, hacer XI = XM (actualiza XI).
PASO8 Hacerl =1+ 1.

PASO 9. IMPRIMIR mensaje de falla "EL METODO NO CONVERGE
A UNA RAIZ' y TERMINAR.

SECCION 2.5 METODO DE LA BISECCION

El método de la biseccién es muy similar al de posicion falsa, aunque algo mds
simple. Como en €l método de posicion falsa, también se requieren dos valores
iniciales a ambos lados de la raiz y que sus valores funcionales correspondientes
sean de signos opuestos.

En este caso el valor de x) se obtiene como el punto medio entre xj y xp.

xy = (g +xp) /2

Dependiendo de la funcién que se tenga en particular, el método de biseccion
puede converger ligeramente mds rdpido o mds lentamente que el método de po-
sicion falsa. Su gran ventaja sobre el método de posicion falsa es que proporciona
¢l tamafio exacto del intervalo en cada iteracién (en ausencia de errores de redon-
deo). Para aclarar esto, nétese que en este método después de cada iteracion el
tamaiio del intervalo se reduce a la mitad; después de n interaciones, el intervalo
original se habr4 reducido 2" veces. Por lo anterior, si el intervalo original es de
tamafio a y el criterio de convergencia aplicado al valor absoluto de la diferencia
de dos xy; consecutivas es €, entonces se requerirdn n iteraciones, donde n se calcula
con la igualdad de la expresién

A
™

N

de donde:

Ina-Ince¢
n=————

— (2.15)

Por esto se dice que se puede saber de antemano cudntas iteraciones se requieren.

Ejemplo 2.6

Utilice el método de biseccion para obtener una rafz real del polinomio

f@) =2+ 2% + 100 - 20
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SOLUCION
Con los valores iniciales obtenidos en el ejemplo 2.5

xp = 1;f () = 7,
xo=2;f0p) = 16

Sie = 10‘3, el nimero de iteraciones n ser4

polma-Ine In(2-1)-in10°

In2 In2 6.64
0 bien
n =717
Primera iteracion
1+2
Xy = 2 =15
f(Ls5) = 288

Como f (xy) > 0 (distinto signo de f (xp)), se remplaza el valor de x; con
el de xy, con lo cual queda un nuevo intervalo (1,1.5). Entonces

xp = 15f@p) = -7
x = 15;f(x) = 288

Segunda iteracién

Como ahora f (xp) < O (igual signo que f (xp)), se remplaza el valor de xp
con el valor de 1a nueva xy; de esta manera queda como intervalo (1.25, 1.5).

La tabla 2.4 muestra los cdlculos, llevados a cabo trece veces, con el fin de
hacer ciertas observaciones.

El criterio | x4 % | < 107 se satisface en diez iteraciones; es decir,
tres més de las previstas en la ecuacién 2.15, debido principalmente a los
errores de redondeo involucrados en el método.

Nétese que si ¢ se hubiese aplicado sobre | f(xy) |, se habrfan requerido
13 iteraciones en lugar de 10. En general se necesitardn m4s iteraciones para
satisfacer un valor de ¢ sobre | f(rp) | que cuando se aplica a | x4y —x; |.
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i Xp X (oo LI FGM) ]
0| 1.00000 | 2.00000 | ‘,
1| 1.00000 | 2.00000 | 1.50000 2.87500
2| 100000 | 150000 | 1.25000 10.25000 2.42188
3 | 125000 | 1,50000 | 1.37500 0.12500 242188
4 | 125000 | 137500 | 131250 006250 0.13086
5| 131250 | 137500 | 134375 0.03125 _ 0.52481
6| 134375 | 137500 | 1.35938 0.01563 0.19846
7] 135938 | 137500 | 136719 0.00781 0.03417
8| 136719 | 137500 | 137109 |  0.00391 0.04825
9| 136719 | 137109 | 136914 000195 | 000702
10 | 136719 | 136914 | 136816 |  0.00098 0.01358

Tabla 2.4 Resultados del cjemplo 2.6

SECCION 2.6 PROBLEMAS DE LOS METODOS DE DOS
PUNTOS Y ORDEN DE CONVERGENCIA

59

A continuacién se mencionan algunos problemas que se presentan en la aplica-

cién de los métodos de dos puntos.

1. El hecho de requerir dos valores iniciales. Esto resulta imposible de satisfacer
(en bisedcién y posicion falsa) si se tienen rafces repetidas por parejas (x; y
x;) o muy dificil si la rafz buscada se encuentra muy cerca de otra (r3 y x4)
(Véase Fig. 2.8). En el dltimo caso, uno de los valores iniciales debe estar
entre las dos rafces o de otra manera no se detectard ninguna de ellas.

2. Debido a los errores de redondeo f (xy) se calcula con un ligero error. Esto
no es un problema sino hasta que xy est4 muy cerca de 1a rafz x y f (xy) resuita
ser positiva cuando deberfa ser negativa o viceversa, o bien resulta ser cero.

3. En el método de la secante no hay necesidad de tener valores iniciales a ambos
lados de la rafz que se busca. Esto constituye una ventaja, pero puede ser
peligroso, ya que en la ecuacion 2.13

(5 - % ) (%) J(5)x%, - f(x,)x
J(x) - f(%41)

Yiv1 =

l1a diferencia

STTON - F ()

FOx) = F(xy)
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g .
AHl
ol
=

Fig.ura 2.8. Raices repetidas por parejas y muy cercanas entre sf.

puede causar serios problemas de redondeo al evaluar x; 44, pues f (x;) y f (x;;)
no tienen necesariamente signos opuestos. Por Gltimo debe decirse que en el
método de la secanie no hay certeza de convergencia.

Orden de convergencia

Se determinar4 el orden de convergencia del método de la secante solamente, ya
que para los demds métodos de dos puntos vistos, se siguen las mismas ideas.
Si, como antes, €; representa el error en la j-ésima iteracion

Al sustituir en la ecuacion 2.13 x;, 4, x;, x;_; despejadas de las ecuaciones de arriba,
se tiene

T 4+ €% ~€)f(€ +%)
7 +E,~+1=x_+e,-—( i 11) i

(g +X)-f(€, +1)

(€i-€,4)f (g +x)
ST ST FE T ) f(E, ¥ 1) @17)

0 bien

Si se expande en serie de Taylor a f (€; + x ) y f (€4 + X ) alrededor de X se ticne
— — H] = 62 LA v
(& +T ) =f(X )+ §f (X )+ 37" (F )+ ..

e?
fEq +E)=[(F)+ € f (F) + 57 [ () +
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Sustituyendo estas expansiones en la ecuacién 2.17 y como f (x) = 0, queda

(€ -€NE @)+ 77 @)yt + ..)

(€ - €D F) + 57(€F - €L E) + -

Factorizando a ( €; - €, ) en el denominador y canceldndolo con el mismo
factor del numerador queda

€ = € -

1]

& (F) + €17 F)2! + ..)
PE)+ o5 (E + € E) + -

(Ef @)+ € ET)2!+...) 1 e,
ST r® (1+37(&+ &) eyt )

Por el teorema binominal

) vy
em:e,.—};l(x_—)(e,.f'(f)+—ze—‘!f’(f)+...) (1—%(‘5&5;_ )LL) )

€= & -

fra)
€7y (& (F )+ 37 € () 4 m Ty (€ €))7 (F ) + )
- e"_f—_’;x) (&1 () - —E €ia f77(F) + )
=L [ (%)
= 21 ei e,’_l f,(x_) + ...
o bien

1 (x)
€ AN X_)Ei €.

.

donde se aprecia que el error en la (i +1 )-ésima iteracién es proporcional al pro-
ducto de los errores de las dos iteraciones previas.
El error en el método de Newton-Raphson estd dado asf (véase Probl. 2.13)

€ X EZ
i+1 2'f (i‘) i’

donde por comparacién puede observarse que €l error en el método de la secante
es ligeramente mayor que en el de Newton-Raphson; por tanto, su orden de con-
vergencia serd ligeramente menor, pero con la ventaja de que no hay que derivar
la funcién f (x).

Por otro lado en los métodos de primer orden el error en la jteracién (i +1)-ésima
¢s proporcional al error de la iteracion previa solamente, por 1o que puede decirse
que los métodos de dos puntos son superlineales (orden de convergencia mayor de
uno pero menor de dos).
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SECCION 2.7 ACELERACION DE CONVERGENCIA

Se han visto métodos cuyo orden de convergencia es uno y dos, o bien un valor
intermedio (superlineales). Existen métodos de orden 3 (véase Probl. 2.14) y de
orden superior; sin embargo, es importante dar otro giro a la bisqueda de raices
reales y averiguar si la convergencia de los métodos vistos se puede acelerar.

Métodos de un punto

Si en alguno de los métodos vistos se tiene que la sucesion , xq xy, X, ... converge

muy lentamente a la rafz buscada, pueden tomarse, entre otras, las siguientes deci-
siones

a) Continuar el proceso hasta satisfacer alguno de los criterios de convergencia
prestablecidos.

b) Ensayar con una g (x) distinta; es decir, buscar una nueva g (x) en punto
fijo o cambiar de método.

¢) Utilizar la sucesién de valores xg, xj, xp, ... para generar otra sucesion:
Xg, X1’y X3 , ... que converja mds rapidamente a la rafz x que se busca.

Los incisos (a) y (b) son suficientemente claros, mientras que la sucesion
x,, X1’y X7, ... de la parte (c) se basa en que en ciertas condiciones de g’ (x)*, se
tiene que
€,

lim —27 =g’ (%)
=00 i (2.18)

donde €; = x; — ¥ es el error en la i-ésima iteracion.
Para valores finitos de i, la ecuacion 2.18 puede escribirse como

€41 . =
g ~& (%)
0
Xa-X= g (X) (5 -X) (2.19)
0 también
X2 — X = g7 (X) (X — X) (2.20)
Restando la ecuacién 2.19 de la 2.20 se tiene
Xippg =~ X = 87 (X)) K — X5 ),
de donde
) = Y42 ~ Xi41
g'(x) = .:;’__T (2.21)
i+1 — X

*Véase Problema 2.22.
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Despejando x de la ecuacién 2.19
- _ Xia -8’ (¥ )x
1-g7 (%)
sustituyendo la ecuacién 2.21 en la ditima ecuacion, se llega a

%= x (Xi41 - %)
Co X o t

que da aproximaciones a X a partir de los valores ya obtenidos en alguna sucesién.
Lldmese a esta nueva sucesion xy,Xj,Xs, ...

, (%41 = %) .
=N Yivz ~ Zip + X P=0 @22

Por ejemplo xg requiere de x, x1, X3, ya que

X, = 1, - (¥ -x%)?
X -2 + X
y x; de xj, x;, X3, pues
X =1 - (x,-x )
X3 - 2, + X,

y asf sucesivamente.

Este proceso conducird, en la mayorfa de los casos, a la solucién buscada X més
rdpido que si se siguiera el inciso (a); asimismo evita la bisqueda de una nueva
g (x) y el riesgo de no obtener convergencia con €sa nueva g (x). A este proceso
se le conoce como aceleracién de convergencia y se presenta como algoritmo de
Aitken

Algoritmo de Aitken
Dada una sucesién de nimeros xg, X1, X, ... a partir de ella se genera una nueva
sucesién xg, X1, X2, ... con la ecuacién 2.22.
Si se emplea la notacién
A x,- = x‘+l - x,-, i = 0,1,2, e
donde A es un operador* de diferencias cuyas potencias se pueden obtener asf
A (Ay) = A = A (xyy - x;) = Ay - Ay

A% = x40 - 2X, + X

*Véase capitulo §
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la ecuacién 2.22 adquiere la forma simplificada

(&)
R (2.23)

Ejemplo 2.7

Acelerar la convergencia de la sucesion del ejemplo 2.2, mediante el algo-
ritmo de Aitken.

SOLUCION
Con la ecuacién 222 conxy = 1,x; = 153846 yx, = 1.29502, se ticne

B (1.53846 - 1)?
1.29502 — 2(1.53846) + 1

X =1 = 137081

Ahora, con la ecuacién 2.22 y con x; = 1.53846, x, = 129502 y x; =
1.40183, resulta

(1.29502 - 1.53846 )
140183 — 2(1.29502) + 1.53846

x; = 1.53486 — = 1.36926

En una tercera iteracién se obtiene
x’2 = 1.36889

Obsérvese que x; estd pricticamente tan cerca de la rafz real de la ecuacion
como el valor de x¢ del ejemplo 2.2 y x5 mejora tanto la aproximacién que es
preciso comparar este valor con el de x; del ejemplo 2.3. La comparacién
L puede establecerse mediante de | f(x;) |y | f(x) |.

|

Se ha encontrado que el método de Aitken es de segundo orden* y se emplea
normalmente para acelerar la convergencia de cualquier sucesion de valores que
converge linealmente, cualquiera que sea origen. La aplicacién del método de Ait-
ken a la iteracién de punto fijo da el procedimiento conocido como método de
Steffensen, que se ilustra a continuacion.

Ejemplo 2.8
Encuentre una rafz real de la ecuacién
f(x)y =2+ 22 + 1x -20 =0

con el método de Steffensen, usando ¢ = 10-3 aplicado a | f(x;) |.

*Henrici, P., Elements of Numerical Analysis.
John Wiley & Sons, Inc. (1964). p 91-92.
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SOLUCION

Se pasa primero la ecuacién f (x) = 0 a la forma g (x) = x. Al igual
que en el ejemplo 2.2, se factoriza x en la ecuacion y luego se “despeja”

20

=P+ ua+10

Primera iteracién
Se elige un valor inicial xo = 1y se calcula x; yx;
x; = 1.53846
x, = 129502

Se aplica ahora la ecuacién 2.22 para acelerar la convergencia

(153846 - 1)2

129502 - 2(1.53846) + 1 ~ 137081

X, =1

Como | f (xp) | = (137081)% + 2(1.37081)2 + 10(1.37081) - 20 =

0.04234 > 103, se pasa a la

Segunda iteracién

Con el valor de x;, que ahora se denota como x3 y con la g(x ) que se tiene,
resulta
1.36792

1.36920

X4

X5
Aplicando nuevamente la ecuacién 2.22 a x3, x4 y x5 se llega a

(1.36792 - 137081 )2
1.36920 - 2(1.36792) + 137081

x; = x¢ = 137081 -
= 1.36881
Luego, con el criterio de exactitud se tiene
| f(x¢) | = 0.0000399 < 103

y el problema queda resuelto.

A continuacién se da el algoritmo de Steffensen.

Para encontrar una rafz real de la ecuaci6n g (x) = x,
proporcionar 1a funcién G(X) y los

DATOS: Valor inicial X0, criterio de convergencia EPS
y nimero méiximo de iteraciones MAXIT.
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RESULTADOS: La rafz aproximada X o un mensaje de falla.
PASO 1. Hacerl =1
PASO 2. Mientras I < MAXIT, repetir los pasos 3 a 6
PASO 3. Hacer
X1 = G(X0)
X2 = G(X1)
X = X0 - (X1-X0) ~2/ (X2-2*X1+X0)
PASO 4. SI ABS (X-X0) < EPS, IMPRIMIR Xy
TERMINAR. De otro modo CONTINUAR.
PASOS5. HacerI =1+ 1
PASO 6. Hacer X0 = X (actualiza X0)
PASO 7. IMPRIMIR mensaje de falla: “EL METODO NO CONVERGE
A UNA RAIZ” y TERMINAR.

Métodos de dos puntos

Los métodos de dos puntos biseccién y posicion falsa garantizan convergencia;
pero ya que puede ser muy lenta en algunos casos, conviene acelerarla. Se estudia
enseguida una modificacién de posicién falsa que cumple con este cometido.

Método Illinois*

Esta técnica difiere del método de posicién falsa (v€ase algoritmo 2.4) en que
los valores (X, Fy), (Xp, Fp) de las sucesivas iteraciones se determinan de acuerdo
con las siguientes reglas

a) Si Fp*Fy >0, hacer Xp = X, Fp = F
b) Si Fp*Fy < 0, hacer Fp = Fp/2
y en ambos casos se sustituye a Xy con Xy y Fy con Fyy

El empleo de Fp/2 en lugar de Fp evita que uno de los extremos X; 0 Xp se
mantenga fijo (caso frecuente en posicion falsa). Esta modificacion acelera consi-
derablemente la convergencia del método. Los valores funcionales Fy, Fp empleados
conservan sus signos opuestos. El algoritmo correspondiente puede obtenerse sus-
tituyendo los pasos 6y 7 en el algoritmo 2.4 con los incisos (a) y (b), respectivamente
y ademds un paso donde se sustituye a Xjcon Xy y Fy con Fy.

SECCION 2.8 BUSQUEDA DE VALORES INICIALES

El uso de cualquier algoritmo numérico para encontrar las rafces de f (x) = 0,
requiere uno o més valores iniciales; ademds en métodos como el de biseccion y el

*Dowel M. and Jarrat P., A modified Regula Falsi Method for Computing the Root of an Equation. BIT.
Vol. 11 P. 168 (1971).
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de posici6n falsa, los dos valores iniciales requeridos deben estar a los lados de la
rafz buscada y sus valores funcionales correspondientes tienen que ser de signos
opuestos.

A continuaci6n se dan algunos lineamientos generales para obtener valores apro-
ximados a las rafces de f (x) = 0.

1. Por lo general, la ecuacion cuyas rafces se buscan tiene algin significado fisico;

entonces a partir de consideraciones fisicas pueden estimarse valores aproxi-
mados a las rafces. Este razonamiento es particular para cada ecuacién. A

continuacién se presenta un e¢jemplo para ilustrar esta idea.

Ejemplo 2.9
Determine el valor inicial en la solucién de una ecuaciéon de estado.
SOLUCION

El cdlculo del volumen molar de un gas dado, a cierta presion y temperatura
también dadas, es un problema comin en ingenierfa quimica. Para realizar
dicho célculo se emplea alguna de las ecuaciones de estado conocidas. Una
de ellas es la ecuaci6én de Beattie-Bridgeman

RT d
P=—\7+%+%+W. (2.24)
donde los pardmetros B, y, y  quedan determinados al fijar el gas de que se
trata, su temperatura T y su presion P.
En las condiciones expuestas, el problema se reduce a encontrar el o los va-
lores de V que satisfagan la ecuacién 2.24, o en otros términos, a determinar
las rafces del polinomio en V

F(VY=PV _RTV -BV2-yV_-4=0 (225

que resulta de multiplicar por V* la ecuacién 2.24 y pasar todos sus términos
a un solo miembro.

La solucién de la ecuacién 2.25 tiene como primer problema encontrar
cuando menos un valor inicial V; cercano al volumen buscado V. Este valor
V), se obtiene a partir de la ley de los gases ideales; asf

RT
P b
que generalmente es una primera aproximacién razonable.

V, =

Como puede verse, el razonamiento es sencillo y se basa en el sentido comdn y

las leyes bdsicas del fenémeno involucrado.

2. Otra manera de conseguir informacién sobre la funcién, que permita deter-
minar "buenos” valores iniciales, consiste en obtener su grifica aproximada

mediante un andlisis de f (x ), a la manera cldsica del cdlculo diferencial e
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integral, o bien como se ha venido sugiriendo, con alglin software comercial
y, en el mejor de los casos, empleando ambos. A continuacién se presentan
los pasos del andlisis de la funcién f (x ) y de la construccién de su grdfica en
la forma cldsica.

a) Determinar el dominio de definici6n de la funcién.

b) Determinar un subintervalo de (a), que puede ser (a) mismo. Es un in-
tervalo donde se presupone que es de interés analizar 1a funcién. Evaliese
la funci6n en los siguientes puntos de ese subintervalo: puntos extremos
y aquellos donde sea fécil el cdlculo de f (x ). En los siguientes pasos
todo estard referido a este subintervalo.

¢) Encontrar los puntos singulares de la funcién (puntos en los cuales es
infinita 0 no estd definida).

d) La primera y la segunda derivadas dan informacion muy util sobre la
forma de la funcién, ain m4s Gtil que informacién de valores computados;
por ejemplo, dan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fun-
cion. Por esto, obténgase la primera derivada y evalese en puntos apro-
piados, en particular en puntos cercanos a aquelllos donde la funcién ya
estd evaluada y en los que es ficil esta evaluacion.

¢) Encontrar los puntos midximo y minimo, asf como los valores de la fun-
cién en esos puntos.

f) Los dominios de concavidad y convexidad de la curva y los puntos de
inflexién es informacién cualitativa y cuantitativa, que se obtiene a partir
de la segunda derivada y es imprescindible para este andlisis.

g) Obtener las asintotas de la funcion. Estas, en caso de existir, indican cierta
regularidad en los comportamientos de la gréficadey = f(x) al tender
x oy hacia infinito.

h) Descomponer la funcién en sus partes mds sencillas que se sumen o se
multipliquen. Graficar cada parte y construir la grdfica de la funcién ori-
ginal, combinando las gréficas de las partes y la informacion conseguida
en los pasos anteriores.

Ejemplo 2.10

Andlisis de una funcion.
A continuacin se presenta el andlisis cldsico de la funcién

f(x)=x-€e~*(1+Inx)

hecho por Pizer.*

Notese que In x estd definida s6lo parax > 0, asf que f (x) estd definida
s6lo en (0, «).

En este ejemplo ilustrativo, se analiza la funcién en todo el dominio de
definici6n; es decir, el intervalo de interés serd (0, = ).

*Stephen, M. Pizer. Numerical Computing and Mathematical Analysis. SR.A., (1975) p. 176-179
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Un punto donde es f4cil evaluar la funcién es en x = 1, ya que la parte
exponencial y la parte logaritmica se determinan fécilmente en ese punto.

f(l) =1-¢€"1(1 +In1) =0
De esta forma se ha encontrado una rafz de la ecuacién x; = 1.

Enx =10
f(10) = 10-¢% (1 + In10) = 10
En x 100
£(100) = 100 - e® (1 + In 100) = 100

Con esta informacién puede adelantarse que la funcidn tiene la asintota
y = x, 1a funcién identidad.

Un punto donde la funcién no estd definida es en el extremo x = 0. Al
analizarlo se advierte que cuando x + 0, elln x> —®wy f(x) > o yse
encuentra una asfntota mis de la funcion, que es la parte positiva del eje y.
Por un lado, x » =, In x - o, pero el se acerca m4s rdpidamente a cero
y, por tanto, el producto e!~* ( 1+Inx ) tiende a cero, dejando como resultado
global que f (x) - . Se concluye que f (x) » « cuandox - 0, 0 cuan-
dox » «.Como f(x)no tiene otros puntos singulares, se da por terminado
el inciso (c).

Al calcular la primera y segunda derivadas de f (x ), se tiene que

[P(x)=1-¢€e>*(1/x-1-1Inx)

[P P(x)y=€e>*(2/x+ 1/x*~-1-Inx)
Al evaluar f’ (x)enx = 1,seobtiene f’ (1) = 1.
Al evaluar f’(x )enx = o, resulta f’ (o) = 1.

Lo que se sabe hasta aquf de la funci6n, se muestra en la figura 2.9(a).
Como f (x) es continua (todas las funciones sencillas que la forman lo son)
en (0, »), deberd haber por lo menos otra rafz de f (x) en (0,1).

El inciso (e) del andlisis de la funcién no procede en este caso, ya que
serfa tan complejo como encontrar las rafces de f (x). En su lugar se analiza
la forma de la curva con la segunda derivada. Evaluando f’’ (x) en valores
muy grandes de x, se tiene que f’’ (x) < 0, o sea que la funcién es convexa
para valores muy grandes de x (también se dice que la curva gira su convexidad
hacia la parte positiva del eje y). Ademds, se tiene f’ ' (1) = 2, lo que
indica que la funci6n ¢s concava enx = 1 (0 en otras palabras gira su con-

vexidad hacia la parte negativa del eje y). La informacién se muestra en la
figura 2.9(b).
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y
4! )
y=x y
y=x
y = l+lnx
1 1
y = elx
y = el (1Hnx)
c 7 1 = 7 I N =

Figura 2.9 Construccion de la grificade f(x ) =x - el"‘(l-an)
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Puede obtenerse adn mds informacién de f (x), analizando las funciones
clementales que la componen, como x, e, y1 + Inx La familiaridad con
las gréficas de las funciones elementales es Gtil cuando se consideran funciones
mds complejas. Las partes en que se puede descomponer f (x ) se muestran
en la figura 2.9(c). Primero nétese que la gréfica de 1 + In x es la grifica
de In x aumentada en una unidad y que la grafica de el es la grifica de e
llevada una unidad a la derecha. Multiplicando e!*y 1 + In x entre sf (Fig.
2.9d), se ve que este producto es negativo entre cero y algin valor menor que
1, tiende a cero cuando x aumenta y permanece debajodey = x para x >1.

Como la derivada del producto es cero en x = 1, la curva del producto
tiene ahf un maximo y el resto de la grifica puede obtenerse como se ilustra
en la figura 2.9(e).

Noétese que los ceros de f (x) son los puntos donde el producto e~*(1 +
In x) y la funcién identidad y = x se intersecan. Esto significa que s6lo hay dos
raices de la funcién. También puede concluirse que hay una rafzenx = 1
y otra cerca dex = 0.5, por lo que 0.5 seria un buen valor inicial para calcular
esta segunda rafz.

SECCION 2.9 RAICES COMPLEJAS

Hasta ahora se han discutido s6lo técnicas para encontrar rafces reales de ecua-
ciones de la forma f(x) = 0. Sin embargo, a menudo se presentan ecuaciones
polinomiales con coeficientes reales, cuyas rafces son complejas, 0 bien polinomios
complejos, y ecuaciones trascendentes con raices reales y complejas.

Generalmente, dichas ecuaciones pueden resolverse por el método de Newton-
Raphson (Sec. 2.2), pero proponiendo un valor inicial xo complejo o bien por algin
otro método.

Método de Newton-Raphson
Supdngase que se tiene

f(x)=ax" +a, "1 + ... + ax + q, (2.26)

con todos los coeficiente a; reales. f° (x) es un polinomio de grado (n-1) y de
coeficientes también reales

() =nax! + (n-1)a, @2 + ... + 2ax + aq, (227)
Si el valor inicial x4 es real, entonces

X =1 - f(x)
(%)
también serd real y todos los valores x; siguientes. Consecuentemente no se puede
encontrar una rafz compleja de la ecuacién 2.26 si se inicia con un valor x; real.
Si por ¢l contrario, el valor inicial xo es complejo, x; entonces serd complejo, x;

también y asf{ sucesivamente. De esta manera, si el proceso converge, puede encon-
trarse una rafz x compleja.
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Ejemplo 2.11
Encuentre las rafces complejas de la ecuacién
f(x)y=x2+4=0,
con ¢l método de Newton-Raphson.
SOLUCION
Al derivar f (x) se tiene
f1(x) =

Sea xy = j el valor inicial propuesto. Aplicando la ecuacién 2.12 con este
valor inicial, se tiene

. (2 +4)
Xy = j - e~
LEITTR)Y
. , =1+ 4 . 3
ro 2 = _1,entonces: ¥y = j - —— =j - =

Multiplicando y dividiendo por j el término 3/( 2% ), se obtiene
X =j-(-15j)=25j

e (25i2+4 _ .
X, = 25 ] - Sl 2.05

- . 205/ +4 _ .
x; =205 j 2(2.05)) 2.001 j

La sucesion de valores complejos xg, xy, ... , va acercdndose rdpidamente a
larafzx; = 2j

fFE)=f2)H)=Q2j)Y +4=-4+4=0
Para evaluar la distancia entre dos valores complejos consecutivos, se utiliza
| %y~ % |
donde las barras representan ¢l médulo del nimero complejo x;,1 — x; Esto es, si

Yy -X;=a+bj
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Entonces
| %1 = x5 | = VaZ + b2

Por lo que se tiene para la sucesién previa

|, =% | =125j-j| =v0P+ (152 =15
| x, —x, | = | 205 -25j | = vO? + (045)2 = 045

| 3 -x, | =] 2001 -205j | = V02 + (-0.049)2 = 0.049
y la convergencia es notoria.

Como en general un polinomio con coeficientes reales siempre tiene un
nimero par de rafces complejas, six = a + b j es rafz, también lo serdx =
a - bj (toda vez que al multiplicarlos deben producir los coeficientes reales).

Por esto
X =-2j
es la segunda rafz que se busca.

fE)=f(2j)=(2jY+4=4+4=0

El problema queda terminado.

Si bien se resolvié una ecuacién cuadrética que no representa dificultad, el mé-
todo iguaimente puede emplearse para un polinomio de mayor grado, siguiendo los
mismos pasos. El lector puede hacer un programa para el algoritmo en algin len-
guaje de alto nivel o en un pizarrén electr6nico como Math-CAD.

Método de Miiller

Un método deducido por Miiller*, se ha puesto en prictica en las computadoras
con éxito sorprendente. Se puede usar para encontrar cualquier tipo de rafz, real o
compleja, de una funcién arbitraria. Converge casi cuadrdticamente en un intervalo
cercano a la rafz y, a diferencia del método de Newton-Raphson, no requiere la
evaluacion de la primera derivada de la funci6n y obtiene rafces reales y complejas
aun cuando estas rafces sean repetidas.

*Miiller, D.E. “A Method of Solving algebraic Equations Using an Automatic Computer”. Mathematical
Tables and Other Aids 1o Computation (MTAC), 10. p 208-215 (1956).
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La aplicacién del método requiere valores iniciales y es una extensién del método
de la secante, el cual aproxima la gréfica de la funcién f (x) por una linea recta
que pasa por los puntos (x;,_» f (x1)) ¥ (xi f (x;)). El punto de interseccién de
esta linea con el eje x da la nueva aproximacion x;, ;.

En lugar de aproximar f (x) por una funci6n lineal (ifnea recta o polinomio de
grado 1), resulta natural tratar de obtener una convergencia m4s rapida aproximan-
do f (x) por un polinomio p (x) de grado n >1 que coincida con f (x) en los
puntos de abscisas x;, x; 3, ..., X; , y determinar x;,; como una de las raices de p (x).

A continuacion se describe el cason = 2, en que ¢l estudio detallado de Miiller
enconird que la elecién de n da resultados satisfactorios.

Se toman tres valores iniciales xg, x1, x; y s¢ halla el polinomio p (x) de segundo
grado que pasa por los puntos (xg, f (x0)), (x1, f (1)) ¥ (%3, f (x2)) y se toma una
de las rafces de p (x), la més cercana a x,, como la siguiente aproximacion x3. Se
repite la operacién con los nuevos valores iniciales xy, x,, x3 y se termina el proceso
tan pronto como se satisfaga algin criterio de convergencia. La figura 2.10 ilustra
este método.

Sean x; x;_1, x;_» tres aproximaciones distintas a una rafz de f (x) = 0. Usando
la siguiente notacion.

fi =71 (%)
fia = (xy)
fia=T (%23)

en el capftulo 5, se demostrard que con

fi—

Il Xy X ] = X, _xi—I
(2.28)

- fia =iz

[ lxnx,] = i, =1,
f XX Xo] = flx; ,xi-lx]i : i i[—;t._l X 2] (2.29)

la funcién
p(x)=f +fI%x](x-x)

(2.30)

H [xp 2 %21 (x = %) (x = Xy)

es la pardbola dnica que pasa por los puntos (x;, f;), (X1, fi1) ¥ (Xi2, fi2)- El
lector recordard que la manera usual de escribir un polinomio de segundo grado o
pardbola es

p(x) = a5 + ax + ay?
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y=sf®

R
R
=

Figura 2.10 Interpretaci6n gréfica del método de Miiller.

Al comparar esta dltima expresion con la ecuacién 2.30 se establece la siguiente
identificacién

a, = f [x, X %]
a, = f[x x,) - (5 + x4)a,
ay = f; - x5 (f % x4] - x4 a3)

Una vez calculados los valores de ag, a; y a,, las rafces de p (x) se determinan
a partir de la férmula cuadrética

2a,
I 2.31
Yl = i (el - dagay) V2 (231

cuya explicacién se encuentra en el problema 2.31, y en el gjercicio 1.3 del capftulo 1.

Se selecciona el signo que precede al radical de manera que el denominador sea
méximo en magnitud*, y la rafz correspondiente es la siguienie aproximacion x;,1.
La razén para escribir 1a férmula cuadritica de esta manera es obtener mayor exac-
titud (vé€ase Probl. 2.31), ya disminuida por las diferencias de las ecuaciones 2.28 y
2.29, que se utilizan en el cdlculo de ag, a1 Y a; y qQue son aproximaciones a las
derivadas de la funcién f (x).

*Con esto se encuentra el valor més cercano a x;.



76 METODOS NUMERICOS

Puede ocurrir que la raiz cuadrada en la ecuacion 2.31 sea compleja. Si f (x) no
estd definida para valores complejos, el algoritmo deberd reiniciarse con nuevos
valores iniciales. Si f (x) es un polinomio, la posibilidad de raices complejas es
latente y el valor de x puede considerarse como aproximacion a alguna de estas
raices y, por tanto, deberd emplearse en la siguiente iteracion.

Ejemplo 2.12
Encuentre una rafz real de la ecuacion polinomial
f(x)y=x4+ 2%+ 1x - 20 = 0,
con el método de Miiller.
SOLUCION
Primera iteracion
Al seleccionar como valores iniciales a
x = 0 xn =1 x, = 2
y evaluar la funcién f (x ) en estos puntos, se tiene
fo = -20; h=-7 f, =16

Se calculan ahora los coeficientes del polinomio de segundo grado

h~-fo -7+2 _

f['xl’x0]=x1_x0= 1-0 =13

L-H 16 +7
f[x2’xl]_x2_xl" 1 =2

fle 2] - flx %] 23-13

flxpy x, %] = X, - X =5_"0 =°

Por lo tanto
a, =[xy x5, %] =5

al=f[x2,x1]—(x2+x1)a2=23—(2+1)5=8

ay = fo =X (f [Xp 1] - x8y) = 16 - 2 (23 - 1(5)) = -20
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Se calculan los denominadores de la ecuacién 2.31

-a, +(a} - 4a@,)'2 = 8 + (64 + 400)12 = 13.54066

-a; —(a} - 4ap1,)1?2 = -8 - (64 + 400)12 = -~ 29.54066

Como el segundo es mayor en valor absoluto, se usa en la ecuacion 2.31,
de donde

24, _ 2(-20)

BT Ta T (al - dagy)? - 2954 1407

Segunda iteracién
Recorriendo ahora los subindices de x, se tiene

X =1 x =2

x, = 1.35407
En consecuencia
16 + 7
flmxl = 5—7 =2
-0.30968 - 16
[ lxp x] = 135407 -2 = 25.24999

25.24999 - 23
flxy x, x] = 135407 -1 = 6.35407
De donde

a = flxpx]-(xy+x)a, =
25.24999 — (1.35407 + 2)6.35407 = 3.9378

ay = fo - % (flx - x] - xja;)

-0.30968 - 1.35407 ( 25.24999 - 2 ( 6.35407) ) - 17.29187
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Calculando los denominadores de la ecuaci6én 2.31
- a; + (a - 4am, )2 = 17.39295

Como el segundo es mayor en valor absoluto, se usa en la ecuacién 2.31,
de donde
24,

X3 = = 1.36865
27 -a; - (a}-dag)"

La tabla 2.5 se obtiene repitiendo el procedimiento.

- 0.64593

Tabla 2.5

Ejemplo 2.13

Encuentre las raices complejas de la ecuacion polinomial del ejemplo 2.11

f(x)=x2+4=0,
con el método de Miiller.

SOLUCION
Primera iteracién
Al elegir como valores iniciales
x, = 0; x =1 X, = -1

y evaluar la funcién en estos puntos, se tiene

fo =% h=3 fr =35
Se calculan ahora los coeficientes del polinomio de segundo grado
h-h _5-4

f[xl’XO] =X1—X0= 1_0=1
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h-h _5-5 _

X, - X =70

[l 4] =

flox] -fl %] o0-1

[y 2y %3] = X, — %, ="1-¢°-1

Por lo tanto
ay =[xy x,x9] =1

0-(-1+1)(1) =0

ay =[xy ;] - (x, + x1)a,

a4 = fr-5(f[xp ] _x8;) =5 - (-1)(0-1(1)) = 4

Calculando los denominadores de la ecuacién 2.31

-8, + (af - 4a@,)' = 0 + (0 - 4(4) (1))2 = (-16)12 = 4j
01— (8] - 4ay)12 = 0 - (0 - 4(4) (1) )12 = (-16)"7 = -4

Como son de igual magnitud se usa cualquiera, por ejemplo 4j. Entonces

- 24, _2¢4) _2
j

BE (a1 - 4aay)» ~  4j

al multiplicar numerador y denominador por j, queda

2 j _2f .
X3 =T &= =-2
3 jj -1 J

Noétese que aun cuando xy, x, Y x2 son numeros reales, x3 ha resultado ni-
mero complejo y ademds es la rafz buscada, lo cual resulta 16gico, ya que la
ecuacion polinomial

f(xX)=x2+4=0
¢s una pardbola y el métode de Miiller consiste, en el caso n = 2, en usar

una pardbola para sustituir la funcién.
La otra rafz es el complejo conjugado de x3, 0 sea 2.

A continuacion se da el algoritmo del método de Miiller paraelcason = 2,
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Para encontrar una raiz real o compleja de la ecuaciéon f (x) = 0,
proporcionar 1a funcion F (X)) y los

DATOS: Valores iniciales X0, X1, X2; criterio de
convergencia EPS, criterio de exactitud EPS1 y
nimero méiximo de iteraciones MAXIT.

RESULTADOS: La rafz aproximada X o un mensaje de falla.

PASO 1. Hacerl =1
PASO 2. Mientras I < MAXIT, repetir los pasos 3 a 7.
PASO 3. Hacer F10 = (F(X1)-F(X0)) / (X1-X0)
F21 = (F(X2)-F(X1)) / (X2-X1)
F210 = (F21-F10) / (X2-X0).

A2 = F210

Al = F2I-(X2+X1)*A2

A0 = F (X2)-X2*(F21-X1*A2)

D1 = -Al+(A1**2-4*A0*A2) **0.5

D2 = -Al-(A1**24*A0*A2)**0.5
PASO 4. Si ABS (X3-X0) > ABS (D2) hacer X3 =
2*A0/D1 En caso contrario hacer X3 = 2*A(0/D2
PASO 5. Si ABS (X3-X0) < EPS o ABS (F (X3)) < EPS1
IMPRIMIR X3 y TERMINAR.
De otro modo, continuar.
PASO 6. Hacer X0 =X1
X1 = X2 (actualizacién de valores iniciales).
X2 =X3
PASO7. HacerI =1+ 1
PASO 8. IMPRIMIR mensaje de falla: “EL METODO NO
CONVERGE A UNA RA[Z” y TERMINAR.

La siguiente seccion puede omitirse sin pérdida de continuidad en el resto del
material.

SECCION 2.10 POLINOMIOS Y SUS ECUACIONES

Evaluacién de polinomios
Método de Horner

Se desea evaluar un polinomio p(x ) en un valor particular de x. Por ejemplo,
sea el polinomio

p(x)=4x +3x3-2x2+4x-38 (232)

que se desea evaluar enx = 2.




SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES 81

Factorfcese x en los primeros cuatro términos
p(x)=(4x+3x22x+4)r-8

Dentro de los paréntesis, factorizar x en los primeros tres términos
p(x)=(@x+3x-2)x+4)x-8

Dentro de los paréntesis interiores, factorfcese x en los primeros dos términos
p(x)=(((4x+3)x-2)x+4)x -8

El método de Horner consiste en evaluar, secuencialmente, los paréntesis en esta
expresion

Paso 1. Evaluar (4 x + 3) enx = 2: 4(2) +3 = 11
Paso 2. Evaluar ((11) x - 2) enx = 2: (11)2-2 =20
Paso 3. Evaluar ( (20) x + 4)enx = 2: (20)2 + 4 =4
Paso 4. Evaluar (44) x — 8 enx =2 (4)2-8 =80
De esto,p (2) = 80.

Este proceso puede llevarse a cabo sin las factorizaciones.
Escribase py (x) = ay x* + a3 x* + a; x2 + a; x + a

Para la ecuacién 2.32,a4 = 4, a3 = 3,ay = -2, a) = 4yay = -8

Conviene almacenar los valores intermedios de la evaluacién de esta ecuacién
11, 20, 44 y 80, como b3, by, by y by, respectivamente. Sea ademds, por conveniencia,
b4 =a4(= 4).

Ahora dispénganse los coeficientes, el valor de x donde se desea evaluar el po-
linomio y b4 en la siguiente forma

a, as az ai 1))
x =2 4 3 -2 4 -8

En la columna de a3, se desarrolla el paso 1:4(2) + 3 = 11. Esto puede verse

como multiplicar b, por el valor de x (= 2) y sumar el producto a a;. Lldmese este
resultado bs. Esto es

ay as a a ay
4 3 -2 4 -8
x =2
4(2) = 8

by = 4 by = 11
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En la columna de a5, se desarrolla el paso 2:(11)2 — 2 = 20. Esto es, multi-
pliquese b3 por el valor de x (= 2) y simese el producto a a,. Lldmese este resultado

b,. Lo anterior se ilustra as{

Qay as as ay Qg
x =2 4 3 -2 4 -8
‘ +
112) = 22
b4=4 b3=11 b2=20
Repitiendo este proceso hasta calcular by se tiene
a, as ar a; Qg
x =2 4 3 -2 4 -8
+
20(2) = 40 44(2) = 88
by = 4 by = 11 by = 20 by = 44 by = 80
El valor p(2) resulta en by.
Ejemplo 2.14
Evalie el polinomio
¥ -4+ 2x+3enx =3

SOLUCION

aparecer en €l arreglo

mediante el método de Horner.

La no aparicion de los términos en x* y en x3 del polinomio significa que
sus coeficientes son cero; para fines del método en estudio, dichos ceros deben

Deaquip (3) = 144.

Coeficientes de:
Término
x5 x x3 x2 X independiente
as=1 ay=0 az=—4 ax=0 a;=2 ag=3
x =3 + + + + +
13)=3 33)=9 53)=15 153)=45 47(3)=141
b5=1 b4=3 b3=5 b2=15 b1=47 bo= 144
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Al generalizar este método con polinomios de cuarto grado, la extension a cual-
quier grado, es inmediata

a as ar ay ap

+ + + +

x by bsx bx by
P o ~t ~*

by~ by 7 b, 7 b~ bo

donde puede verse que

b4 =a4,

esto es

b, =a, yb, = a, + b, parak = 3,2,1,0 J (2.33)

Mediante una sustitucién regresiva puede verse con claridad por qué p (x) = by
Sustituyendo en by = ay + by x a by pora; + by x se tiene

y ahora se reemplaza en la Gltima expresion by con a; + by y asf sucesivamente,
con lo cual se obtiene

by = (((a4x + a3)x + ay)x + a;)x + a3 =p(x)
Las ecuaciones 2.33 representan un algoritmo programable y, como se verd mds
adelante, de elevada eficiencia para evaluar un polinomio p (x) en algin valor

particular de x.

Se describe enseguida el algoritmo de Horner.

Para evaluar el polinomio

p)=ax"+a, 1 + ...+ ax + q
proporcionar los

DATOS: n: Grado del polinomio
a,, 4,4, ..., ag: Coeficientes del polinomio.
t: Valor de x en donde se desee evaluar p (x)
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RESULTADO: p(t)enb
PASO 1. Hacer b, = a,
PASO 2. Parak = n-1, n-2, ..., O realizar €l paso 3.
PASO 3. Hacer by = biy1t + a;
PASO 4. IMPRIMIR b,

Método de Horner iterado
El método de Horner tiene otras caracteristicas, que se verdn enseguida.

Toémese de nuevo €l polinomio general de cuarto grado p, ( x ) y dividase entre
(x-t), donde ¢ es un valor particular de x, 1o que se expresa como

px) = (xt)q(x) + R, (2.34)

donde ¢ (x) es el polinomio cociente (en este caso de tercer grado) y R una cons-
tante llamada residuo.

Sustituyendo x con ¢ se obticne p (¢) = R, de modo que el polinomio evaluado
en un valor particular de x es igual al residuo R de la divisién, R = b,.

Al derivar la ecuacién 2.34 con respecto a x (recuérdese que ¢ y R son constan-
tes), se tiene

p’(x) = (x4)q (x) + q(x)

Haciendo x = ¢ resulta

p’ (1) =q(1) (2:35)

esto es, la derivada del polinomio p (x) evaluada en x = ¢ es el cociente g (x)
evaluado en ¢, toda vez que

P’(t) =q(t) =bl +bs + by + b

y en general
q( x) =bg*+ byx® + by +b (2.36)

donde by, b3, by y by son los valores intermedios que resultan en la evaluacion de
p (x) en t por el método de Horner (véase Ej. 2.14). Asf pues, si después de
evaluar p (x) en ¢ se desea evaluar también p’ (x) en ¢, puede aplicarse una vez
mds el método de Horner a los valores intermedios by, b3, by y by, como se ilustra
enseguida.

Ejemplo 2.15
Sea p (x) = 33 — 4r - 1. Evalde
a)p (2) b)p’ Q)




SOLUCION

a) Para evaluar p (2), se tiene
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a3 az al aO
3 0 —4 -1
x =2 + + +
3(2)=6 6(2)=12 8(2)=16
b3—3 b2=6 b1=8 b0=15
yp () = 15.
b) Como se dijo

Para evaluar p’ (2) se emplea de nuevo el método de Horner. Esto se logra
eficientemente, repitiendo los pasos de los cdlculos descritos; esto es bajo bs,
b,y b, del arreglo anterior. Para almacenar los nuevos valores intermedios de
esta evaluacién se emplean c3, c; y ¢;. Notese que como b; es el término
independiente de p’ (x), €l proceso de evaluacién termina una vez que se
obtuvo ¢;, y éste es el valor buscado de p’ (2).

as a2 4 o
3 0 -4 -1
x =2 + + +
32)=6 6(2)=12 8(2)=16
x =2 b3=3 b2=6 b1=8 b0=15
+ +
3Q)=6 1202 =24
C3=3 C2=12 Cl=32

De esto, p’ (2) = 32. El lector puede verificar el resultado derivando p (x)

y evaluando la derivada enx = 2.

En la préctica, los cdlculos suelen disponerse sin tantos comentarios.
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Ejemplo 2.16

EvalGe 5x> - 2x2 + 10y su primera derivada en x = 0.5

SOLUCION
as a a; Qg
5 =2 0 10
+ + +
0.5 2.5 0.25 0.125
b3 by b, bo
5 0.5 0.25 10.125
+ +
0.5 2.5 1.50
C3 2 <1
5 3 1.75

De esto p (0.5) = 10125y p’ (0.5) = 1.75.

En este punto conviene presentar el algoritmo de Horner iterado para evaluar
un polinomio y su primera derivada en un valor &

Para evaluar el polinomio

p)y=ax +a, 21 + ... +ax + a
y su primera derivada p ” (x ) enx = ¢, proporcionar los

DATOS: n: Grado del polinomio,
a,, 4,1, ---, Ag: Coeficientes del polinomio.
t: Valor de x en donde se desea evaluar
p@yp’ @
RESULTADOS: p(t)enbgyp’ (t)ency
PASO 1. Hacerbd, = a,yc¢, = b,
PASO 2. Parak = n-1,n-2, ..., 1 realizar los pasos 3 y 4.
PASO 3. Hacer by = byt + ag
PASO 4. Hacercy = Crq1t + by
PASO §. Hacer by = byt + ay
PASO 6. IMPRIMIR by ¥ ¢y
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Cuenta de operaciones.

Si bien la implementaciéon del método de Horner en una computadora €s una
de sus ventajas, no lo es menos su eficiencia, que se verd a continuacién, contando
las operaciones en el método de evaluacién usual y comparando su nimero con el
del método de Horner.

Tomando de nuevo el polinomio general de cuarto grado

Po(x) =ax* + a3 +a,x®2 + a, x + aq
a) Método usual

agx*  requiere cuatro multiplicaciones
azx>  requiere tres multiplicaciones
ax®  requiere dos multiplicaciones
ayx requiere una multiplicacién

agx* + a3x3 + a,x2 + a;x + aop necesitas cuatro sumas/restas.
En total se realizan 10 multiplicaciones y cuatro sumas/restas.
b) Método de Horner

by =ay

b3 = by x + a3

by = byx + a; . S

Se requiere una multiplicacién y una suma para cada b.
by = by x + a4
bg = by x + ay

En total cuatro multiplicaciones y cuatro sumas/restas.

Hay una reduccién del 60% en el nimero de multiplicaciones requeridas y, con-
secuentemente un error de redondeo menor.

A continuacién se verd una aplicacién del método de Horner en la bisqueda de

rafces reales de ecuaciones de la forma f (x) = 0, donde f (x) es un polinomio
de grado n.

Combinando las ecuaciones 2.34 y 2.36 y el resultado R = by,
f@) = (xt) (byx3 + byx? + byx + by) + b,
y como f (t) = by,

F@) = (1) (byx® + byx? + b + b)) + f(1)
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Sitesunarafzdef(x) = 0, setiene f(t) = 0y la expresi6n resultante
f(x) = (x1) (b + byx? + byx + by)

indica que x = t es una rafz (lo cual ya se sabfa), pero lo mds importante es que
las rafces restantes de f (x) = 0 son las rafces de

ba® + by® + by + b, = 0, (2.37)

una ecuacion polinomial de tercer grado y, por tanto, mas facil de manejar que la
ecuaciOn original; ademd4s, sus coeficientes son los valores ya citados by, b3, by y by.
Si se sospecha que la rafz ¢ se repite (es decir ¢ es rafz de la ecuacién 2.37), véase
el valor de ¢, del método de Horner iterado ya que €ste serd muy cercano a cero
si asf fuera; esto es p’ (¢) = O en ese caso.
Ahora, desarr6llese el método de Newton-Raphson con el méiodo de Horner
iterado.

Raices de una ecuacién polinomial Py(x) = 0
Método de Newton-Raphson-Horner
De los métodos vistos para encontrar rafces, €l de Newton-Raphson resulta el

mdés adecuado para usarse en conjuncién con el método de Horner iterado. Se re-
suelve a continuacién un ejemplo con esta combinacion.

Ejemplo 2.17
Aproxime las raices reales del polinomio

p(x) =4x" +3x>-2x2 + 4x-38
SOLUCION

PASO 1. Al analizar graficamente la funcion se advierte que tiene dos rafces
reales, una alrededor de 1, y la otra alrededor de -2.

PASO 2. Se elige 0 como valor inicial para encontrar la primera rafz.
PASO 3. Con el método de Horner by = 8yc; = 4

PASO 4. Con el método de Newton-Raphson #; = #y — bolc; =
0-(8)/4 =2

PASO 5. Al repetir los pasos 3 y 4 se tiene

t = 1 - bofc; = 2 - 8/16 = 1.5
ts = ty  bofey = L5 — 238757225 = 1.169
14 = 13 — bgcy = 1.1696 — 6.2258/37.2287 = 1.0023
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Este proceso converge al valor 0.9579
PASO 6. Se toma 0.9579 como primera rafz del polinomio.

PASO 7. El polinomio de menor grado que se obtiene con esta rafz conduce
ap(x) = 45 + 68313151 + 4.5435x + 83518

PASO 2. Se elige nuevamente O como valor inicial para encontrar la segunda
rafz.

PASO 3. Con el método de Horner by = 8.3518 y ¢y = 4.5435

PASO 4. Con el método de Newton-Raphson
ty = tg — boley = 0 - 83518/4.5435 = -1.8382

PASO 5. Al repetir los pasos 3 y 4 s¢ tiene
t, = t; — boley = -1.8382 - (-1.7623 ) / 19.9772 = -1.7500
t3 =ty — bgle; = -1.7500 — (-1.1575) / 17.3841 = -1.7434
Este proceso converge al valor —1.7433

PASO 6. Se toma —1.7433 como segunda rafz del polinomio.

PASO 7. El polinomio dlsmmuldo con esta rafz conduce a
p(x) = 4x% - 0141885 x + 4.79085

Obsérvese que tiene dos rafces imaginarias.

En el disco se encuentra el programa 2.1 para este algoritmo.

En cada etapa s¢ ha calculado una aproximacion a cada una de las rafces reales
de p (x) = 0; conforme se avanza en las etapas, los coeficientes by, b, ..., b, de
cada etapa se alejan de los valores verdaderos, debido a la propagacion de errores,
y las aproximaciones a las rafces correspondientes también son mds inexactas. Para
disminuir la pérdida de exactitud se ha sugerido trabajar primero con la rafz mds

pequeiia en valor absoluto, luego con la rafz real restante mas pequefia en magnitud
y asf sucesivamente.

Método de Lin.
En 1941 S.N. Lin publicé un procedimiento que se fundamenta en el resultado
R =f(t) = by = bt + aq,
y en que si 7 es una rafz de p, (x) = 0, entonces
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Se ha escrito by (¢) en lugar de by para hacer énfasis en que el valor de by (y de
las demas b) depende del valor ¢ donde se evalda f (x ) y asf ver el lado derecho de
la ecuaci6n 2.38 como una funcién de ¢. Lo que puede escribirse como

t=-ay/b (1) = g (t) (2.39)

y se le puede aplicar el método de punto fijo, empezando con un valor inicial 7y
cercano a la raiz ¢, de modo que

h=-a/b ()= 8 ()
Restando en ambos lados ¢,
. _ g+ thi(to) _ ap + 1y
o b by(%) by
R (%)
L =ty - 2.40
L0 b (1) (240)

y se obtiene el algoritmo de Lin. Este método no requiere el cdlculo de las ¢ como
en el de Newton-Raphson-Horner, por lo que el trabajo por iteracion se reduce a
la mitad. Esta reducciOn contrasta con un orden bajo de convergencia y la inesta-
bilidad propia del método de punto fijo.

Ejemplo 2.18

Encuentre una rafz real de la ecuacion

-3+ 2x-1=0,

con el método de Lin y un valor inicial f, = 2.8
SOLUCION

Primera iteracién

R (28) = 0.2096; b, (2.8) = 0432
t, =1, - R (1) /b (ty) = 2.8 - 02096 /0432 = 2.3148
Segunda iteracién
R (23148 ) = —4.8692; b, (2.3148) = -1.6715;

t, =1t —R(t;)/b () = 23148 — (4.8692) / (-1.6715) = - 0.5983

Al continuar las iteraciones se advierte que el método es inestable y no
llega a la rafz 2.78897.
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La estabilidad* del método puede mejorarse en una rafz xi, si se conoce una
buena aproximacion a X;. Para esto se incorpora el pardmetro 4 a la ecuacién 2.40
de Lin y queda

R
R
1 0 bl
dond
onde PR i ()
thf’ (%)
Con ty = 2.8,4 = 0.018555 y la férmula modificada de Lin, queda en general
t=1¢-124 R
=1t- b, (2.41)
Ejemplo 2.19

Con la férmula modificada de Lin, aproxime una rafz real de la ecuacion

f(x) =x* -3 + 2 -1

= 0,
use como valor inicial t, = 2.8
SOLUCION
f@) =-1;, f’(28) = 19248
A= - (-1)/28/19.248 = 0.018555

Primera iteracién

R (28) = 0.209;

b, (28) = 0432
t, =t - AR (%) /b (%)

2.8 — 0.018555 ( 0.2096) / 0.432
2.791

Segunda iteracién
R (2.791) = 0.03808; by (2.7191) = 0.37194;
=t -AR(H)/b (1)
= 2.791 - 0.018555 (0.03808) / (0.37194) = 2.7891

Al continuar las iteraciones se encuentra la rafz 2.78897

Los métodos anteriores son vélidos para rafces reales y complejas. Sin embargo,
para las segundas deber4 inicializarse con un nimero complejo y llevar a cabo las

*Hildebrand. Introduction to Numerical Analysis. McGraw Hill, Second Edition. p. 591-595.
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operaciones complejas correspondientes. Cuando los coeficientes de p, (x) = 0
son reales, las raices complejas son conjugadas
x=a+bix, =a-5bi
lo que se puede aprovechar buscando en p, (x) = 0 el factor cuadrético
(x - %) (X - Xyy) =% - 2ax + (a + b?)
de coeficientes reales que genera X; y X1,
Factores cuadrdticos. Método de Lin
Sea el polinomio
f(x) =x"+a, 3"+ .. + ax? + ax + q, (2.42)
Si a, no es uno, f (x) puede dividirse entre a, para obtener la ecuacién 2.42.
Al dividir la ecuacién 2.42 entre la expresién cuadriética
24+ px+q (2.43)
f(x) =x"+ a, ! +... +ax? + ax + q,
=2 +pr+q)(@2+ b, 33+ ... +bx + b))+ Re + 8§ (2.44)

donde Rx + S es el residuo lineal de la division y Ry S dependen de p y g.

Para que la ecuacién 2.43 sea un factor cuadrético de la 2.42 (es decir, que la
divida exactamente) es necesario que

R=0yS =20 (2.45)

Conviene tener un método que permita calcular R y § sin verificar la division
de la 2.42 por la 2.43. Para obtenerlo, se igualan los coeficientes de las mismas
potencias de x en los dos miembros de la ecuacién 2.44

G, = b,3 + p N
G,y = b,y + pby3z + g
ap 3 = bn‘S +p bn~4 + 4q bn—3
L (2.46)
agy = by + pby + qby
ap =pby + gb; + R
ag = qgby + S
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Despejando b, de la expresién general (usando para ello el término by ), se
obtiene

b, = G4y — P byyy— q by, parak = n-3,n4,...,0 (247)
bppy=0 'y b,=1 (2.48)

el algoritmo buscado para obtener los coeficientes del polinomio cociente de la 2.44
y ademds

R =a; -pby - qb, (2.49)
5 = ay - qb, (2.50)

Al emplear las condiciones de la ecuacion 2.45

|
o

a, —pby-qb, =

S1

El método de Lin consiste en

PASO 1. Proponer aproximaciones iniciales de los valores desconocidos p y
q (pueden llamarse pg y qo)-

PASO 2. Emplear las ecuaciones 2.47 para obtener aproximaciones de b, 3,
b, 4 ..., by, by

PASO 3. Calcular R y S. Si son cero o suficientemente cercanas a éste, el
problema estd terminado. En caso contrario, se estiman nuevos va-
lores de p y g (pueden llarmarse p; y ¢;)

_ 41— 4oby _%
P1-——bo—— y ‘11—'5;

para volver al paso 2.

Ejemplo 2.20

Encuentre los factores cuadréticos de la ecuacién polinomial de grado cuatro
f(x) =x*-8> +3n2-62r + 50 = 0
SOLUCION
PASO 1. Seproponep = 0yqg = 0
PASO 2. b3 = 0, b, =1;

by = a3 -pby - qb3 = -§; bop =ay-pby —gby, = 39
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PASO3. R =a; -pby-qby = 62 S =ay-qby = 50

4, = 8y/by = 50/39 = 12821

Al repetir los pasos 2 y 3 se encuentra la siguiente sucesién de valores:

| -100204 | 147086
-1.4494 3917
0.0469 07586
_~2.003: 01396 00458
20001 | 00187 | 00235
Por lo que el factor cuadrético es
x2 -2x + 2

Ejercicios
2.1 La ecuacion de estado de Van der Walls para un gas real es

(P+2,)(V-b)=RT M)
donde |4

P = presién en atm

T = temperatura en K

R = constante universal de los gases en atm-1 / (gmol K) = 0.08205
V = volumen molar del gas en l/gmol

a, b = constantes particulares para cada gas

Para los siguientes gases, calcule ¥ a 80 °C para presiones de 10, 20, 30 y 100
atm.

Gas a b
CO, 3.599 0.04267
Dimetilamina 37.49 0.19700
He 0.03412 0.02370
Oxido nitrico 134 0.02789
SOLUCION

La ecuacion 1 también puede escribirse como

PV —bPV - RTV +aV -ab =0 @)
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que es un polinomio ciibico en el volumen molar V' ; entonces, para una Py una
T dadas, puede escribirse como una funcion de la variable V

f(V)y=pV - (Pb+RT)V +aV- ab=0 3)

Esta ecuacién se resuelve con el método de posicion falsa para encontrar el vo-
lumen molar.

Valores iniciales

El programa 2.2 del apéndice realiza los cdlculos necesarios para resolver esta
ecuaciéon, usando como intervalo inicial: V1 = 08vyVp = 1.2 v, donde
v = R T | P, el volumen molar ideal. (Se resuelve s6lo el caso del CO, a 10 atm y
80°C, dejando como ejercicio para el lector los demds casos.)

Los valores obtenidos para las diferentes iteraciones son los siguientes

iteracién Va1 /gmol) FF (V) |
1 2.603856 0.1362 x 10%
2 2.734767 0.5711 x 10
3 2.785884 0.2141 x 10!
4 2.804528 0.7685
5 2.811156 102716
6 2.813489 L 09546 x 107!
7 2.814309 03348 x 107!
8 2.814596 0.1173 x 107!
9 2,814697 04113 x 1072
10 2.814732 0.1441 x 1072
11 2.814744 0.5050 x 10~
12 ‘ 2.814749 01769 x 107
13 2.814750 0.6200 x 107

Se utiliz6 el criterio de exactitud
—4
| f(V) | <10

aunque puede verse que desde la iteracién 7, el cambio en los valores de V) son
solamente en la cuarta cifra decimal, que en este caso representan décimas de mi-
lilitro.

Resultado: El volumen molar del CO, a una presién de 10 atm y una temperatura
de 80°C ( = 353.2 K) es 2.81475 I/gmol.

2.2 La férmula de Bazin para la velocidad de un fluido en canales abiertos est4
dada por

12
v = ¢ (re)



96 METODOS NUMERICOS

87
C =

0.552 +
donde (r)

m = coeficiente de rugosidad

r = radio hidrdulico en pies (4rea dividida entre el perimetro mojado)
e = pendiente de la superficie del fluido

v = velocidad del fluido en pies/segundos

Calcule el radio hidrdulico correspondiente a los siguientes datos (dados en uni-
dades consistentes) por el método de Steffensen

m = 11 e = 0.001; v =235
SOLUCION
2
Sustituyendo c en v: v = _8i(re)
0.552 +
o bien (r)
17

(0552 + 2y v =87 (1) (e)
(r)

multiplicando ambos lados por (r )1/2
[0552 ()" + m]v = 87 ()" r

y despejando r se llega a
[0552(r)? + m] v
87(e)”

una de las formas de g (7) = r, necesaria para el método de Steffensen. Sin em-
bargo, antes de usar el método, conviene averiguar el comportamiento de

g (r)

g’ (r) = 0.552v
174 (r) (e) "
sustituyendo valores
, 0.5
g'(r)y=—=x
(r)

Como el radio hidrdulico debe ser mayor de cero, ya que un valor negativo o
cero no tendrfa significado fisico y como | g’ (r) | <1 para (r) " >0.5,
o r >0.7, se selecciona como valor inicial de r a 1.0. Con esto

g(1) =105

y el método puede aplicarse con cierta garantfa de convergencia
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Primera iteracién

_[0ss2(1)* + 111 (5) _ 300235

r, = 8(n)
! ° 87 (0.001)"
[0.552 (3.00235)” + 1.1](5)

r,=g(n)="— : e = 3.73742

87 (0.001)

(r-r) (3.00235 — 3.73742)°
170 . - J.
=y o — 10 g = 4
=T gy vy, - L T373%az — 2 (300235) ¥ 1 - 16380

Segunda iteracion

Tomando ahora como nuevo valor inicial 73 = 4.16380, se tiene

r, = 4.16380
[0.552(4.16380)" + 1.1](5)
rl _ g(ro) _ . ( . 7 hd = 4.04622
87 (0.001)
V2
r = g(r) = L0S52(404622) " + L11(5) _ 4019
87 (0.001)
(4.04622 — 4.16380) = 4.00753

r3 = 416380 — T5T711 -2 (4.04622 ) + 4.16380

Dado que la sucesion es convergente y que se trata del radio de un canal abierto,
donde la exactitud después del primer decimal no es necesaria, se toma como valor

ar = 4 pies.

2.3 La siguiente férmula es atribuida a Francis* y se aplica a un vertedor con
contracciones

Q = 3338 - 02H)YH)",

donde

Q = cantidad de agua que pasa por el vertedor en pies3/s
B = ancho del vertedor en pies

H = carga sobre la cresta del vertedor en pies

*J. Lipka. Computaciones graficas y mécanicas. CECSA (1972) p 139-141.
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Si se sabe que B varfa de 0 a 5y Q de 0 a 33, calcule los valores de H corres-
pondientes a las siguientes parejas de valores de By Q (las unidades son consisten-
tes), con el método de Newton-Raphson.

B | 3 AR 1 4 36

0 2 | 2 13 | 30

SOLUCION
Se escribe la ecuacion en la forma
f(H) =333(B-02H)(H)?-Q=0
Se deriva
172 3 .12
S (H)=333(B-02ZH)(15 )H + (H ) (333)(-02)
y sustituyendo en la férmula de Newton-Raphson a f (H )y f’ (H), se tiene

333(B - 02H,) (H.)" - 0
4995(B - 02H,) H, - 0.666 (H,) "

Para elegir un valor inicial de H en cada caso, se considera que por cuestiones
de disefio H debe ser menor que B. Por lo anterior, se sugiere utilizar como valor
inicial Hy = B/2.

Para la pareja B = 3, Q = 12

Primera iteracién
Hy = B2 = 32 = 15

333[3-02(15)] (1.5 - 12

= S 951302 (15)1(15)% - 0666 (15"

1.2046

Segunda iteracién

3.33[3-0.2(1.2046)](1.2046° )% — 12
4.995 [ 3-0.02 (1.2046 ) ] ( 1.2046)" — 0.666 ( 1.2046° )"

H, = 1.2046 -

1.1942

Tercera iteracién

333[3-0.2 (1.1942)] (1.19423)" - 12

H
3 4.995[3-0.2 (1.1942) ] (1.1942 )" — 0.666 ( 1.1942° )"

1.1942 -

= 1.1942
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El método ha convergido al valor 1.1942 y se toma como carga sobre la cresta

del vertedor 1.2 pies; las demds cifras significativas no interesan, por el sentido fisico
que tiene H.

Los resultados para las siguientes parejas de By Q se dan a continuacién

B 2 4 36
Q 20 13 30
H 2,5 1.0 2.0

2.4 En la solucién de problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales por
transformadas de Laplace* se presentan funciones racionales del tipo

pi(s)
p2(s)
donde p; y p, son polinomios con: grado p; < grado p,

F(s) =

La expresi6én de F (s) en fracciones parciales es parte importante del proceso

de solucion y se efectia descomponiendo primero p; (s ) en sus factores mds sen-
cillos posibles.

En la solucién de un problema de valor inicial ( PVT) que modela un sistema de

control lineal**, la funcién de transferencia es (obtenida al aplicar la transformada
de Laplace al PVT)

F(s)=c1s)= 24040 (s + 25)
R(s) s* + 1255 + 5100s° + 65000 s + 598800

Para encontrar los factores mds sencillos de F ( s ) se resuelve primero la ecuacién
polinomial

s' #1255 + 5100 s° + 65000 s + 598800 = O
Con el método de Miiller (programa 2.3 del disco), se obtiene

5, = 6.6 + 114
s, = —66 - 1141
53 = =559 + 18
s, = -559 -18i

y los factores buscados son

(5+6.6-11.4i ) (s+6.6+11.4i ) (5+559-18i ) (5+55.9+18i )

*Spiegel, Murray R., Applied Differential Equations. 2nd Ed Prentice Hall, Inc (1967) p 263-270.
**Véase capitulo 7.
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con lo que F (5) queda

_ 24040 (s + 25)
Fe) = Fi F, F5 F,
donde
F, =5 -5 F, =5 - 5, Fy =5 - 55 F, =5 -3,

El segundo paso que completa la descomposicion pedida es encontrar los valores
de A;, A;, A3, A4 que satisfagan la ecuacién

O"R*RTR'E

Esto se 'ogra pasando el denominador de F (s ) al lado derecho
20040 (s + 25) = AFFF, + AF\FF, + AFFF, + AFFF,
y dando valores a s, por ejemplo s = s5;. Asf
24040 (66 + 114i + 25) =

Ay (6.6 + 11.4i + 6.6 + 11.4i )(-6.6 + 11.4 + 55.9-18i )(-6.6 + 11.4i + 559 + 18i),
ya que: Ay FiFy = A3F\FoFy = A FF; = 0.

Al despejar A, y realizar operaciones, s¢ encuentra su valor

A, = 1195 - 7.904i
Procediendo de igual manera, se calcula Ay, Az, yAqcons = 53,58 = 53y =

54, TESpECtivamente.
Esto se deja como ejercicio para el lector.

2.5 Una vez descompuesto F (s) = C (s)/ R(s) en fracciones parciales (véase
ejercicio anterior), se les aplica el proceso de "transformacion” inversa de Laplace,
que da como resultado la solucién del problema de valor inicial.

Sea esta solucion

F(t) = 1216 sen (1142 — 111.7°) + 028¢ " sen (18 + 26.1°)

La solucién obtenida debe analizarse matematicamente e interpretarse fisicamen-
te si procede.

Breve andlisis cldsico

Si  es el tiempo, ¢l intervalo de interés es ¢t > 0.

En los términos primero y segundo de F () aparece la funcién seno, que es
oscilatoria, afectada de la funcién exponencial. Esta tiende a cero aproximadamente
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cuando ¢ tiene valores superiores a 1; se lleva tanto sus factores como la funcién
F (t) a dicho valor, con lo cual la grifica F (¢) se confunde con el eje ¢ para
t=1

Estas funciones son conocidas como oscilatorias amortiguadas y sus graficas son
del tipo mostrado en la figura 2.11

Si, por el contrario, €l exponente de e s positivo, al tender ¢ a infinito, la funcién
es creciente y tiende rdpidamente a infinito; lo cual se conoce como funcién osci-
latoria no amortiguada.

Por otro lado, obsérvese que la contribucién numérica del segundo término de
F (t) es despreciable y que el andlisis y la grdfica de F (¢) pueden obtenerse sin
menoscabo de exactitud con el primer término.

Si se dan algunos valores particulares a ¢ se obtiene

t 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

F(t)| -1001 | 0105 | 0044 | —0.023 | 0005 | 422x10°

Estos valores sefialan claramente la presencia de rafces reales en los intervalos
(0,0.2), (0.4,0.6), (0.6,0.8), (0.8,1.0). Utilizando como valores iniciales 0.1, 0.5, 0.7,
y 0.9 y el método de Newton-Raphson se obtiene, respectivamente

i = 0.171013; 7, = 0.44659, i, = 0.72217; i, = 099775

Los posibles mdximos y minimos de esta funcién se consiguen resolviendo la
ecuacion que resulta de igualar con cero la primera derivada de F (t)

F(t) = 13794 % cos ( 11.4-111.7° )-7.986¢ * sen ( 1L.4-111.7°)

-55.9¢ -55.
+ 5.04¢ " "cos( 18 + 26.1° )-15.652¢ " sen (18 + 26.1°) = 0

FO)|

Figura 2.11 Comportamiento de una funci6n oscilatoria amortiguada.
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Aprovechando las evaluaciones que se hicieron de F ’ (¢) en el método de New-
ton-Raphson, se tiecne

t

0.0

0.1

0.3

0.6

0.9

1.0

Fr(t)

-0.040

7.849

-0.900

0.196

-0.035

-0.00184

Con los valores iniciales dados a la izquierda, se obtuvieron las raices anotadas
a la derecha

Con los valores de la funcion en diferentes puntos, sus raices y puntos maximos
y minimos, la grifica aproximada de F (¢) se muestra en la figura 2.12

Este andlisis se puede comprobar con el software del libro o €l G.C,, por ejemplo.

2.6 Determine la cantidad de vapor V (moles/hr) y la cantidad de liquido L (mo-
les/hr) que se generan en una vaporizacién instantdnea continua a una presién de

4
1)
Iy
Iy

=0

= 0.2
0.45
0.75

0.00175
0.26277
0.53834
0.81399

1600 psia y una temperatura de 120 F de la siguiente mezcla.

0.17 /\0.44

~——

0.99

Figura 2.12 Grifica aproximada de la funcién F ()

®
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Componente Composicion z; K, = y/x;
CO, 0.0046 1.65
CH, 0.8345 1.8
CyHs 0.0381 0.94
CsHg 0.0163 0.55
i-C4Hjo 0.0050 0.40
n-C4Hjp 0.0074 0.38
CsHj» 0.0287 0.22
CeHig 0.0220 0.14
C7Hs 0.0434 0.09
SOLUCION
Con base en la figura 2.13
Un balance total de materiada F = L + V (1)
Un balance de materia para cada componente da:
Fzz=Lx;, +Vy, i=12, ..,n )
Las relaciones de equilibrio liquido-vapor establecen
K, = Yi i =12 ..,n 3)

Alimentacion

X,

L3

Vapor Generado

/ﬁ
5%

F(mol/h)

z

|
T

V (molesth), y,

Liquido

L (moles/h), x,

Figura 2.13 Esquema de un vaporizacién instantdnea (flash) de una mezcla multicomponente.
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Sustituyendo la ecuacion 3 en la 2 se obtiene

Fz; =L x;, + VKx; i =12, ..,n C))
o bien
Fz;=x,(L + VK,) i=12 ..,n
de donde
Fz; .
x; = L+ VK i=12..,n
Sustituyendo 1a ecuacién 1 en esta dltima se obtiene
Fz;
X i=12 ..,n &)

i TF¥ V(K -1)

Las restricciones de composicién establecen

2% =1 ;oo 2y=1
i=1 i=1
Por lo que puede escribirse
n n
2 Yi — E X =20
i=1 i=1
o0 bien
2 I(ixi - 2 X = 0
i=1 i=1
o simplemente
(K. -1)=0
ZxuK-1) ©
sustituyendo la ecuacion 5 en la 6 se obtiene
o _Fz(K-1) 0
2 TR V(KT " ™)

Valores iniciales

El valor de V que satisface la ecuacién 7 estd comprendido en el intervalo
0 = V =< F, por lo que la estimacién de un valor inicial de V es dificil, ya que el
valor de F puede ser muy grande. Esta dificultad se reduce normalizando el valor
de V; esto es, dividiendo numerador y denominador de la ecuacién 7 entre F, para
obtener
i Z(K-1) 0
i1+ 9K -1) ®)
donde y = V/F
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La ecuacién 8 equivale a la 7, pero expresada en Ja nueva variable ¢ cuyos
limites son

0<sy=<1

La ecuaci6n 8 es no lineal en una sola variable (y ), que se resolverd con el
método de Newton-Raphson. Debe notarse que esta ecuacion es monotSnica de-
creciente, por lo que el valor inicial puede ser cualquier nimero dentro del intervalo
[0, 1], por ejemplo ¥y = 0.

El programa 2.4 del disco, usa y, = 0 como estimado inicial y

, < ~Zi(Ki‘l)2
T = & ey -7

A continuacién se muestran los valores que adquiere y y f (y ) a lo largo de las
iteraciones realizadas.

Iteracion Y ; ; f(y)
1 0.9328799 -879 x 1072
2 0.8968149 -129 x 107
3 0.8895657 -35 x 107
4 0.8893582 -268 x 107
5 0.8893580 -15 x 1078
Resultados

Para F = 1 moles/h

Vapor generado, V' = 0.889358 moles/h
Liquido generado, L = 0.110642 moles/h
Composiciones del liquido y del vapor generados

Componente Liquido (x;) Vapor (y; )
CO, 0.00291 0.00481
CH, 0.48759 0.87766
CHs 0.04025 0.03783
CsHg 0.02718 0.01495
i-C4Hj 0.01072 0.00429
n-CsHj 0.01650 0.00627
CsHy» 0.09370 0.02061
CeHis 0.09356 0.01310
C;Hys 0.22760 0.02048
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2.7 Considere un lfquido en equilibrio con su vapor. Si el liquido est4 formado
por los componentes 1, 2, 3, y 4, con los datos dados a continuacién calcule Ia
temperatura y la composicion del vapor en el equilibrio a la presion total de 75
psia.

Componente Composicion del Presién de vapor de
liquido % mol componente puro (psia)
a. 150°F a 200°F
1 10.0 250 200.0
2 54.0 147 60.0
3 30.0 ; 4.0 14.7
4 6.0 o 05 5.0

Utilice la siguiente ecuacién para la presion de vapor

In (p;) = A; + BT, =123 4 T en °R

SOLUCION

n
La presién total del sistema serd: Pr = ¥ P; @

i=1
Si se considera que 1a mezcla de estos cuatro componentes, a las condiciones de
presion y temperatura de este sistema, obedece las leyes de Raoult y de Dalton

i 0
Pr=3% pi X @
ih
donde
p? = presién de vapor de cada componente
P

resién parcial de cada componente

T = presion total dei sistema
= fracci6én mol de cada componente en ¢l liquido

=]

De la ecuacién de presién de vapor se tiene que
pi = exp (4;+ B/T) i=1234 3
de las ecuaciones 1y 2 resulta
Pr = .él x; exp (A; + B;/T)
de donde puede establecerse

S )
f(T)=Pr -3 xexp (4, + B;/T) =0
i=1
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A; y B; pueden obtenerse como sigue

Si se hace p} ; = presién de vapor del componente i a Ty = 150 °F
= 609.56 °R

ng = presién de vapor del componente i a T, = 200 °F = 659.56 °R

entonces

In (py;) = A4+ BIT,  i=1234 ©)

!
I

In (py,) = 4 + B/T, i=1234 ©)

restando 1a ecuacion 7 de 1a 6 se tiene

0
m () =B (1T, -1/Ty)
Py
de donde o
m(;éi)
- 2 )
b=—1 1
T, T,

Conociendo B; se puede obtener 4; de 1a ecuacién 6
A, =1n (py,) - B/ T, i=1234 )
Valores iniciales

Para estimar un valor inicial de T para resolver la ecucacién 5, se considera el
componente dominante de la mezcla, en este caso el componente 2, y se usa Py en
lugar de pg en la ecuacién de presién de vapor

de donde
B,
In (Pr) - A, (10)

Con este estimado inicial y las consideraciones ya anotadas, el programa 2.5 del
disco, utiliza el método de Newton-Raphson con

T =

4
P(T)=-3 5 ep(4;+ BIT) (-B,/T?) 11
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y reporta los siguientes resultados después de cuatro iteraciones

Temperatura del sistema = 209.07 °F = 668.63 °R
{(temperatura de burbuja)

Composicién del vapor en equilibrio

Componente (i) ¥;
1 0.3761
2 0.5451
3 0.0729
4 0.0059

2.8 Se emplea un intercambiador de calor (Fig. 2.14) para enfriar aceite. Encuen-
tre 1a temperatura de salida del aceite y del agua enfriadora (7H, y TC,, respecti-
vamente), para gastos de aceite de 105,000; 80,000; 50,000; 30,000 y 14,000 ibm/h.
SOLUCION

Un balance de calor para el aceite da

Q, = wCp (TH, - THy) 1)

Un balance de calor para el agua da

Q, = wilp, (TC, - TCy) @

agua: 300 gal/min (fluido 2)
TC, = 80 FCp, = 1 BTUKb F)

aceite TH, = 250 F
— U =120 BIU
Cp, = 0.5 BTU/(Ib B hf* F _
(fluido 1) . —— >
A =879 f
TC, =?

Figura 2.14 Esquema de un intercambiador de calor con flujo a contracorriente.
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La ecuacién que rige la transferencia de calor a través de este equipo es

Q =UA ATm 3)
donde
U = coeficiente global de transferencia de calor
A = érea total de transferencia de calor

(TH, - TC,) - (TH, - TC;)
TH, - TC, )
i ( TH, - TC1>
Para encontrar TH, y TC, debe cumplirse que & = Q> = Q, o bien
Qo ®)
2 - 1=0
2
Pero Q s6lo podrd calcularse cuando se conozcan todas la temperaturas. Para
resolver este problema se propone el siguiente procedimiento

Establecer que TH, sea la tnica variable; entonces, Q, puede escribirse en funcién
de TH, como sigue

Q, = Q =w Cp, (TH, - TH,) = w, Cp, (TC, - TC;) 6)

ATm =

de donde puede despejarse TC,

w1 Cpy
w,Cp,

TC, = (TH, - TH,) + TC, )

Con todo esto ya puede establecerse @ en funcién de TH; y asf escribir 1a ecua-
cién 5 también en funcién de dicha variable Gnica

(rrH1 _ Ml (TH, - THZ)—TC1> - (TH, - TC,)
UA 2C 2
((TH, - ut B p‘ - (TH, - TH,) - TC,)
f(TH)) = i T H, - TG, 1=0
2 w, Cp; (TH, - TH,) -
Valores iniciales ®

Para estimar un valor inicial de TH, cabe apoyarse en la figura 2.15, la cual
muestra una grifica de temperaturas en este tipo de intercambiadores de calor
De acuerdo con esta gréfica, se tienen las siguientes restricciones

IC, < TH, < TH,
TC, < TC, < TH,
Como en este caso no se dispone de mayor informacion, el programa 2.6 del

apéndice usa el método de la biseccion con THy = TC; + 05y THyp = TH; - 05
para resolver la ecuacién 8.
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~
=

TH,

C

Figura 2.15 Gréfica de temperaturas contra longitud en un intercambiador de calor con
flujo a contracorriente.

Para un gasto de aceite de 105,000 lbm/h
RESULTADOS
TH, = 113.0809 TC, = 127.9582

2.9 El siguiente circuito representa en forma muy simplificada un generador de
impulsos para probar el aislamiento de un transformador en circuito abierto.

Considérese el gap como un interruptor.

Las condiciones iniciales en el transformador y 1a inductancia son cero. Use los
siguientes datos patra encontrar v, (f):

C; = 125 x 107 fd, C, = 03 x 107°f4, L, = 025 x 10~ Hy
R, = 2 Kohms, R, = 3 Kohms, Vi = 300 Kv
T T T T T T oan T T T T — T T T T |
1 gap L RN | | |
1 ‘I:——OO-———]JD\ ‘I\N;ﬁ T |
| | \ |
i + i ; |
: Vl Cl ; Rz i C?. Vz(t) :
\ —T | : (
| | | |
O _l b J
GENERADOR DE IMPULSOS TRANSFORMADOR

Figura 2.16 Circuito representativo de un generador de impulsos.




SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES 111

SOLUCION

Estableciendo las ecuaciones para el circuito

L R,
Iy V- R
I i ) RS i0) G V0
Ty
L !

Figura 2.17 Circuito

B
V, = (R, + R)i (1) + L, l‘d(tt) + Cil Jiy(t)dt - Ryiy (1) )
0=-R,i (t>+R2i2(t)+51;fi2(t)dt o)

V(e = 'Cszfiz(‘)d‘ 6

Aplicando la transformada de Laplace y considerando que las condiciones ini-
ciales son cero, se tiene

—V—‘=(R1 +R2)11(s)+L,s11(s)+-1-—1‘—(s—)-R212(s) @
s C, s
0 = - Ry, (s) + RyL,(s) + EG) )

G ()
Despejando I, (5 ) de la ecuacion 5 y sustituyendo en la ecuacion cuatro se tiene

Vl
L) = m T v e G+ /R, C,) ~ 1/G, ©)

al aplicar la transformada inversa de Laplace a la ecuacién 3 y recordando que las
condiciones iniciales son cero

L
Vz(s) = -C%Z- ZE‘S)

Y
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Se sustituye 1a ecuacién 6 en la 7

4]
G
Vo(s) = 1 1 1
R, +L;s + — + -
S((Ri+Lis+ 20 G +pa)+ )
y simplificando se llega a
|4
Vo(s) = 5 5 (8)
s +Pis +P,s + P
con
R,R,Cy + L, s
'S T RGL T 9.1111 x 10
Rl Cl + R2C2 + R2C1 12
P, = K,C.G,L, = 225422 x 10

1 15

Vl Vl
V = = 5
GL 75 x 10

La ecuacién 8 puede escribirse

v
) = GE OG0 G F o)

cuya transformada inversa de Laplace es

—at bt -t
e e €
2 =V Gy (ea) T (b)) T acyp<)) O

donde a, b y c son las raices de la ecuacién
s +P,s2+P2s+P3=0
La primera rafz, obtenida con el programa 2.3 del apéndice, es
a = 15874581 x 10'

Se reduce ¢l grado del polinomio y aplicando la férmula cuadritica, se tiene

b

i

4547613 x 10° + 1310359 x 10° i

o
i

4547613 x 10" - 1310359 x 10° i
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Estos valores se sustituyen en la ecuacién 9 y se tiene
va (1) = 300 ( 0.6 ¢ 1587458 X 10
g4t X 10°% [ 0.6 cos ( 1.310359 x 10%)
+ 2.072102 sen ( 1310359 x 10°¢ ] )

donde ¢ estd en segundos y v, (t ) en Kvolts.

Problemas

2.1 Dadas las siguientes expresiones parax = g {(x), obténga g’ (x)y dos valores iniciales
que satisfagan la condicion | g’ (x) | < 1

a) x = L b) x =4+ (_x_—_l_)w c) x =senx
(x + 1) x+ 1
6 3" se
d) tanx =Inx e) x = [_%:x_] f) x= ;x
2.2 Determine una g (x) y un valor inicial x; tales que | g " (x) | < 1 en las siguientes
ecuaciones
a) x = 4x b) ¥ -10x-5=0 ¢) senx +Inx =0
dy &€ —-tanx =0 e) Vrsenx —In (cosx) =3

2.3 Resuelva por el método de punto fijo las ecuaciones de los problemas anteriores.
24 Generalmente hay muchas maneras de pasar de f (x) = 0 ax = g (x) e incluso se
pueden obtener distintas formas de g (x ) al “despejar” x de un mismo término de f (x).

Por ejemplo, en la ecuacién polinomial
X -2x-2=0
al despejar x del primer término se puede llegar a

a) x=3x 12 b) x=V2 + % c)x=%+;22
éCudl g (x) serfa mas ventajosa para encontrar la rafz que estd en el intervalo (1, 2)?

Calcule con un mismo valor inicial dicha rafz empleando las tres g (x ) y compare resul-
tados.

2.5 Utilice la férmula de Francis (véase ejercicio 2.3)

a) Encuentre una expresion H = g (H ) tal que usando como valor inicial H = B/2, el
método de punto fijo prometa convergencia (quiz4 sea necesaria una g ( H ) distinta
para cada pareja B, Q dada).

b) Con los valores de B y Q dados en el ejercicio 2.3 y los resultados del inciso (a),
calcule los respectivos valores de H que satisfacen la ecuacién de Francis.
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Sea el polinomio de grado n en su forma més general
f(x)=a " + a x" 1 + a,5x"2 + .+ ay x4 a

a) Calcule el nimero de multiplicaciones y sumas aigebraicas necesarias para evaluar
f (x) en un punto dado mediante el método de Horner.

b) Calcuie el niimero de multiplicaciones y sumas algebraicas requeridas para evaluar
f (x) en un punto dado usando la forma tradicional. Al comparar las cantidades
de los incisos (a) y (b), encontrard que el nimero de multiplicaciones y sumas al-
gebraicas en el arreglo de Horner se reduce précticamente a la mitad. Como cada
multiplicacién involucra errores de redondeo, este método de evaluacién es mas
exacto y rapido.

Elabore un programa que evalie polinomios segun la regla de Horner.
Resuelva las siguientes ecuaciones con el método de Newton-Raphson

Ahx-x+2=0 byx* -2=0

)x-2cosx =0 d) X - 5 = -1

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones con €l método de Newton-Raphson

gy 22 -y=0 b) 2¢-y=0
9-2—y3=0 x=2—y2

c)x2+5xy2—3z+1=0 d) (x—l)m+yx-5=0

x-seny =1 y—senr2=0

La manera més simple de evitar el céiculo de f ’ (x) en el método de Newton Raphson
es remplazar f’ (x ) en la ecuaci6n 2.12 con un valor constante m. La férmula resultante

F(x)

X+l = X — =
define un método de convergencia lineal para m en cierto intervalo de valores.

a) Utilice este algoritmo, conocido como el método de Wittaker, para encontrar una
rafz real de la ecuacion

f(x)=2 +22 +10x-2 =0
b) Con este algoritmo encuentre una rafz en el intervalo (1.5, 2.5) de la ecuacin
f(x)=F -122 +36x-32=0
Demuestre que en el método de Newton-Raphson g’ (x) = 0yg '’ (x) = O para
rafces reales no repetidas.
Dado un polinomio de grado »

Pa(x)= " + g @' 4, W0+ L+ g )
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elaborare un programa para encontrar todas las rafces reales y complejas de p, (x),
mediante el método de Newton-Raphson.
El programa deberd tener incorporada la divisién sintética para

a) Evaluar polinomios
b) Degradar polinomios cada vez que se encuentre una raiz (véase sec. 2.10)

Demuestre que en el método de Newton-Raphson

y? f
€1~ IS _) &
21f(x)
Sugerencia: Utilice la ecuacién

» vy 22 pon Elz PRI ] e El3

€ =g’ ()€ +g’ (x) 57 +8 7 (x) g7 + -
y los resultados del problema 2.11
El siguiente algoritmo se conoce como método de Richmond y es de tercer orden

_ 2f(xi)f" (%)
20 ) - fi)f (%)

Xi+1 = X

Resuelva las ecuaciones de los problemas 2.8 y 2.9 con este algoritmo y compare los
resultados con los obtenidos con el método de Newton Raphson; por ejemplo, la velo-
cidad de convergencia y el niimero de cdlculos por iteracién.

Obtenga la expresion 2.14 del algoritmo de posicion falsa, utilizando la semejanza de los
tridngulos rectdngulos cuyos vértices son A x; Xy ¥ B xp, X\ en la figura 2.7.

La expresién 2.13, puede escribirse también

voay o NS O6) —Xif (%)
N VRS (€7=V)
Explique por qué, en general, es mds eficiente la ecuacién 2.13 que la ecuacién anterior

en la aplicacién del método de la secante.
Resuelva por el método de la secante, posicion falsa o biseccién las siguientes ecuaciones

a) xlogx-10=0
b) senx-cscx + 1 =0
¢) &€+ 2% +2c08x~-6=0
e+ +2% +1xk-20=0
Sugerencia: Utilice un an4lisis preliminar de estas funciones para obtener valores iniciales
apropiados.
Elabore un programa para encontrar una rafz de f (x) = 0, por el método de posicion
falsa, dada f (x ) como una tablg de valores.
Encuentre una aproximacién a >¥2 y a V3 mediante el método de la biseccién.

El cdiculo deberd ser correcto en cuatro digftos significativos.

Sugerencia:Considere f(x) = x> - 2 = 0yf(x)= x2 - 3 = 0, respectivamente.
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Utilice la expresién 2.15 para hallar el nimero aproximado de iteraciones » a fin de
encontar una rafz de

¥+ 10cosx =0

con una aproximaci6n de 10-3, Encuentre ademds dicha rafz.
Aplique el método de biseccion y el de posicion falsa a la ecuacién

7x-3 -
(x - 045 )2
Use los intervalos (0.4,0.5) y (0.39,0.53)

Explique gréficamente los resultados.

Demuestre que en el caso de convergencia de una sucesion de valores xg, x;, x,, ... a
una rafz x en el método de punto fijo se cumple que
. €; -
im  —£l = g (¥)
i» o ¢

Las siguientes sucesiones convergen y los limites de convergencia de cada una se dan al
lado derecho

k
a) m={5L im{x} = 0
k>«
b) x» = nln( 1+1/Mm) lim{x, } =1
n—->»o
k+1 k
) xk=2 * (D) lim{x} =2
2 k-» o
d) x = 1+e* lim{xe} = 1
k> o

Genere en cada inciso la sucesion finita: x,), x;, X3, ..., Xy

Aplique después el algoritmo de Aitken a estas sucesiones para generar las nuevas su-
cesiones x; , X, , X3, ... observe qué ocurre y dé sus conclusiones.

Modifique el algoritmo 2.5 de Steffensen, incorporando una prevencion para el caso en
que ¢l denominador de la ecuacidn 2.22 sea muy cercano a cero.

Encuentre una aproximacién 3vZ ya v3con el método de Steffensen. El cdiculo deberd
ser correcto en cuatro dfgitos significativos. Compare los resultados con los obtenidos en
¢l probiema 2.19.

Aproxime una solucién para cada una de las siguientes ecuaciones con una aproximacion
de 105, usando el método de Steffensen conxy = 0.

a) P +62=0 )41 - 13 =0 )P + 2 +eZ =0
Encuentre la gréfica aproximada de las siguientes funciones en los intervalos indicados

a) f(x) =e* +x-1000; (1, 10)
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By f(x) =2 -2+ 10, (-w @)

) fe)=4(x-2)P +sen(3x) [0,%)

d)f(x)=—‘/1—§-e"2/z; - <X < ®
&) fx) = . 1 v/zxv/Z—le—v/Z; x >0
(3-1)12

Nfx)y=22 -4+ In % + Ssenx

Utilizando el método de Newton-Raphson con valores iniciales complejos (@ + b; ), en-
cuentre las rafces complejas del polinomio

f(x)=2 + & + 3 + 12

Utilizando el método de Miiller con valores iniciales reales, encuentre las rafces com-
plejas del polinomio del problema 2.28.

Encuentre las rafces faltantes de la ecuacién polinomial usada a lo largo del capitulo
para ilustrar los distintos métodos

f(x)=2 +2x +10x-20 =0,

pero usando ahora €l método de Newton-Raphson con valores iniciales complejos.
La solucién general de la ecuacién polinomial

p(x)=a0+a1x+a2x2

e _ 4 + Vai - dagny _ -6y - Vaj - dapar
1 = 24, *2 = Za,

a) Demuestre que xpxy = ag / ay
b) Utilizando a), demuestre que una forma alterna para encontrar las raices de

p(x)=ao+a1x+a2x2=0

es 2a . 2ay
1= N A N PN
-4+ Vai - dagay - 81— Vay - daga;

¢) Calcule la rafz x, de
p(x)=xX +81x-05=0

usando aritmética de cuatro digitos con las dos formas presentadas y sustituya ambos
resultados en p (x ). Compare la exactitud de los resultados y explique la diferencia.
Puede usar Mathematica o Fortran.

d) Calcule la rafz x; de
p(x)=X +81x-05=0
Elabore un programa de propésito general para encontrar todas las rafces reales y com-

plejas de una ecuacién polinomial de la forma

Pa(Xx) =ag + a1x + ax2 4+ ... + ayx™

con ¢l método de Milller.
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El siguiente algoritmo, de orden tres, es conocido como método de Laguerre
np(x)
P(%) Vg

donde n es ¢l grado de la ecuaci6n polinomial p (x) = 0, cuyas raices se desea encon-
trar.

Xi41 = X; — i=012 ..

* 2 )
Hx)=(n-1)[(r-1)(p" (u) -mp(x;)p’" (%)]
y ¢l signo del radical queda determinado por el signo de p * (x; ).
Este método, que funciona con orden 3 para polinomios cuyas raices son todas reales y
distintas, converge s6lo linealmente para rafces miltiples. En ¢l caso de rafces complejas
poco se sabe dei orden de convergencia; no obstante, ésta es alta para rafces complejas
simples. Finalmente, se hace la observacién de que un valor de x; real puede producir
una H ( x; ) negativa y, por tanto, generar un valor de x;,; complejo y eventualmente
llevar a una raiz compleja de la ecuacién p (x) = 0.
Resuelva las siguientes ecuaciones con €f método de Laguerre
a)yx* -82x + 3941 - 6226 x + 3025 = 0
Byx* - 152 + 59722 ~816x + 36 =0
)X -10x +402° -8 +79x-30=0
)X -37x +74x-108x + 108x-68 =0

Se ha encontrado una simplificacién® al algoritmo de Mdller (véase algoritmo 2.6), y es

2
Xi+1 = X — : — i=2734.. (1)
T+ Y14y + i
donde b Lo JIE %, %)
R e
y

wi = flxxa] + (x5 -x0)f[%x1,x2]

[ [xi,%1,%2)

= flx,xa] + (f; "ﬂ?-l)"_f'm—
Para esta modificacion el orden de convergencia estd dado por

(x)
Resuelva las ecuaciones dadas en los problemas 2.17, 2.26 y 2.33 con este algoritmo.

iyl ~ — € € €2

Con la férmula 1 del problema 2.34 y algunas consideraciones tedricas que se omiten
por ser mds bien tema del andlisis numérico, s¢ llega a modificaciones del método de la
secante, con lo cual se consigue en éstas un orden de convergencia mayor de 2

*Hildebrand, B. Introduction to Numerical Analysis. 2nd Ed McGraw-Hill (1974) p. 580-581.
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a) La primera modificacion estd dada por la ecuacién

2; . 1
X411 =X - ——————— I = 1,2, ... (D
i+1 i1t ,,____—___1_4'“'.1'.

pero ahora

a _fi =S Ix, xia)

i = kT T T

fi i -x) fi
y
wi = f;

La interpretacién geométrica de este método consiste en remplazar la funcion f(x) en
cierto intervalo con una parsbola que pasa por el punto (x; 4, f; ;) y es tangente a la
curva de f (x) en (x;, f;). Para la ecuacién 1 se tiene que

€i+1 ~ — -[(—x-) €i2 €i1
6f°(x)
y se ha encontrado que es aproximadamente de orden 2.41

b) La segunda modificaci6n estd dada por la expresion

2(5i/1)
1+ V205 57 G
en ésta el orden de convergencia es 3, y se sabe que
Ci+1 ™~ — -‘L—,(XT) 1
6f’(x )
Aqutf, la curva que reemplaza a f (x) en cierto intervalo es una pardbola que coincide
con la curva de f (x) en x; y tiene la misma pendiente y curvatura que f (x) en x;.

Resuelva las ecuaciones dadas en los problemas 2.17, 2.26 y 2.33, usando las modifica-
ciones de los incisos (a) y (b).

)

Xyl = Xy +

¢) De estas férmulas pueden obtenerse otras mds simples mediante aproximaciones.
Por ejempilo, si f; es pequefia, puede hacerse

(-2 BB yn LK
i) D
en la ecuacién 2 y obtener la férmula simplificada
./ .’
Xi+1 = X% = fi/ti

1= 72(6)
para la cual

-

[ _L27(F )y &3

€41 ~ —— -tz €

=L (ray “era!

obsérvese que también es de tercer orden, pero sin rafz cuadrada. Esta férmula se atri-

buye a Halley. Los métodos iterativos basados en esta expresion algunas veces se deno-
minan métodos de Bailey o métodos de Lambert.
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d) Si se aproxima

SR AR i

2(f;¥ 2
en la férmula de Halley, se obtiene la iteracién
fi fifi’
X+l =X - L+ = 4)
con fi [ 2(/) ]
iy [EY) 2 L2E )y 3
S (2f’(f )) 617 (%) ] s

cuyo orden es 3 también y se llama férmula de Chebyshev.

Resuelva las ecuaciones dadas en los problemas 2.17, 2.26 y 2.33, usando los algoritmos
de Halley y Chebyshev cuando sean aplicables y compare los resultados obtenidos con
los algoritmos de los incisos (a) y (b).

2.36 La ecuacion de estado de Beattie-Bridgeman en su forma virial es

3
pV:RT+I£/+]l/2+

V3
donde
P = presién en atm
T = temperatura en K
V = volumen molar en //jgmol
R = Constante universal de los gases en arm-l/ (gmol K)
B = RTBy - Ay - Rc/T?
y = —-RTByb + Aja - RB; /T2
3 = RByb /T2y

Ay By, 3, b, c = constantes particulares para cada gas.

Calcule el volumen molar V' a 50 atm y 100 °C para los siguientes gases

Gas Ao a Bo b ex107
He 0.0216 0.05984 0.01400 0.000000 0.0040
Ha 0.1975 -0.00506 0.02096 -0.43590 0.0504
02 1.4911 0.02562 0.04624 0.004208 4.8000

2.37 La ecuacién de estado de Redlich-Kwong es

S — V-b)y=RT
[P+T‘QV(V+b)] ( )
donde

P = presién en amm

T = temperatura en K
V = volumen molar en //gmol
R = constante univesal de los gases en atm-l/(gmol K)

2 25
a =048 500867 RT:
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Calcule el volumen molar ¥ a 50 atm y 100°C para los siguientes gases

Gas Pc (atm) Tc (K)
He 2.26 5.26
H2 12.80 33.30
02 49.70 154.40

Compare los resultados obtenidos con los del problema 2.36.

Mediante la ecuacién de estado de Van der Walls (véase ejercicio 2.1), encuentre el
volumen molar ¥ del CO, a 80 °C'y 10 atm, utilizando los métodos de Newton-Raphson
y de Richmond (véase Probl. 2.14).

Descomponga en fracciones parciales las siguientes funciones racionales

525s5(s + 1)(s + 1.5)(s + 5)
s+ 20755 + 92.65% + 73.69s

a) F(s) =

104

s+ 101452 + 14275 + 100

047K (s> + 4.1495% + 63625 + 4.255)
s+ 78 + 112 + 55

b) F(s) =

¢) F(s) =

100 (s® + 345 + 2.8)

d) F(s) =
) FEs) $ + 10s* + 325° + 3852 + 155

Una forma alterna para resolver el problema de vaporizacion instantdnea (v€ase ejerci-
Cios 2.6) es

Tomando en cuenta £ x; = 1y que £y; = 0 £ K;x; = 1, puede escribirse

ZK;x;
5o =1 (todas las sumatorias sobre i son de 1 a n)
]

o también

T K;x;
Ix;

In =0

Siguiendo la secuencia mostrada en el ejercicio 2.6, se liega a la expresién

K; z;
2 TT%&-D

In =0
Z;
E T+y(K-1)

Utilice €l método de posicién falsa y los datos del ejercicio 2.6 para resolver esta titima
ecuacion.
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Para ¢i cdiculo de la temperatura de burbuja de una mezcla multicomponente a la pre-
sion total P se utiliza la ecuacién

[Ty =% Kix-1=0 ()

donde x; y K;, & = 1,2, ..., n son la fraccién mol en la fase lfquida y la relacién de
equilibrio del componente i, respectivamente, y T (la rafz de la ecuacién 1) es la tem-
peratura de burbuja.

Determine la temperatura de burbuja a 10 arm de presion total de una mezcla cuya
composicion en la fase liquida es 45% mol de n-butano, 30% mol de n-pentano y 25%
mol de n-hexano. Los valores de K; a 10 arm son

Componente K(T)conTen°Cpara35 < T < 205 °C
n-butano -0.17809 + 12479 X 102 T + 37159 x 10~ T2
n-pentano 0.13162 - 1.9367 X 103> T + 7.1373 X 107 T2
n-hexano 0.13985 — 3.8690 x 10> T + 55604 x 10> T2

Para el célculo de la temperatura de rocfo de una mezcla multicomponente a la presion
total P se utiliza la ecuacién

[Ty =% £ -1=0 )

donde y;y K;,i = 1, 2, ..., n son la fraccién mol en la fase vapor y la relacién de
equilibrio del componente i, respectivamente, y T (la raiz de la ecuacién 1) es la tem-
peratura de rocfo.

Determine la temperatura de rocio a 10 atm de presion total de una mezcla cuya com-
posicién en la fase liquida es 45% mol de n-butano, 30% mol de n-pentano y 25% mol
de n-hexano. Los valores de K; a 10 afm se dan en ¢l ejercicio 2.41

Para obtener la temperatura de burbuja de una solucién liquida de CCl, y CF, en
equilibrio con su vapor, se llegé a la ecuacién

760 = 0.75 | 10(6.898—1221.8/(T+227.4)]
+ 025 | 10(6:195-376.71 / (T+241.2 )]

Aplicando un método iterativo de dos puntos, encuentre la temperatura de burbuja T
con una aproximacién de 102 aplicado a f (T').

En la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes, €s ne-
cesario resolver Ia "ecuacion auxiliar asociada”, que resulta ser un polinomio cuyo grado
es igual al orden de la ecuacin diferencial. Asf, si la ecuacién diferencial estd dada por

la ecuacién auxiliar asociada es

m*+2mi-8=0
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cuyas cuatro rafces : m,, m,, ms 'y m, se emplean de la siguiente manera
y = ce™* + cpe™* + 3™ + ce™”

para dar la solucién general de la ecuacion 1.
Encuentre la solucién general de la ecuacion 1y de las siguientes ecuaciones diferenciales

yw+2yw +y’’=0

y'’'-4y’’ + 4y’ =0
La ecuacitn 4 del ejercicio 2.8 se aplica para calcular 1a ATm, cuando

TCy - TC; # THy - TC;

Cuando el gradiente TH; — TC, es muy cercano al gradiente TH, — TC, se deberd
utilizar la siguiente expresién para el célculo de ATm

AT = (TH1 - TCp) + (TH; - TC,)
m = 2

Modifique el programa 2.6 del ejercicio 2.8 de modo que se utilice la ATm dada arriba
cuando

| (THy - TGy ) - ( THy - TC; ) | < 1072

y la ecuacién (4) del ejercicio 2.8 en caso contrario.

2.46 Si el cambiador de calor del ejercicio 2.8, se opera en paralelo, esto es

aceite TH1 = 250 °F

agua TC1 = 80 °F

TC2

1
-~

Encuentre TH, y TC, en estas nuevas condiciones de operacion.

2.47 Suponga que el fenémeno de la transmisién de calor en un cierto material obedece en

forma aproximada al modelo
L I
T
T=To+§ (s(5) /)

Calkule el tiempo requerido para que la temperatura a la distancia x alcance un valor
dado. Use la siguiente informacién

To = 25°C; q = 300 BTUM ft% k = 1 BTUM % °F
a = 004 ft¥h; x = 11t T =120 °F

= ﬂ"w
B 2thC
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2.48

2.49

2.50
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El factor de friccion f para fluidos pseudopldsticos que siguen el modelo de Ostwald-De
Waele se calcula mediante la siguiente ecuacién

1 4 .5n
1-0 y -

04
AR OcE log (Re f :

nt2

Encuentre ¢l factor de friccion f, si se tiene un nimero de Reynolds Re de 6000 y un
valor de n = 0.4.

La siguiente relacién entre el factor de friccion fy el nimero de Reynolds Re se cumple
cuando hay flujo turbulento de un fluido en un tubo liso

1
7=-04+ 174 In(Re V7))

Construya una tabla de valores de f correspondientes a nimeros de Reynolds de 10*
hasta 10° con intervalos de 10%.

Para determinar la constante de nacimientos de una poblacién se necesita calcular 1 en
la siguiente ecuacién

0.435 x 10° A
— (

1.564 x 10° = 10° &* + — 1)

con una aproximacién de 1073




CAPITULO 3

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Seccion 3.1 Matrices

Seccién 3.2 Vectores

Seccién 3.3 Independencia y Ortogonalizacion de Vectores
Seccién 3.4 Solucién de Sistemas de Ecuaciones lineales
Seccién 3.5 Métodos Iterativos

EN ESTE CAPITULO se exponen las dos ideas que sustentan, en los métodos
numéricos, las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales: Eliminacién de
Gauss e iteracién de Jacobi con sus variantes mds utilizadas.

INTRODUCCION

La solucién de sistemas de ecuaciones lineales es un tema cldsico de las mate-
madticas, rico en ideas y conceptos y de gran utilidad en ramas del conocimiento tan
diversas como economfa, biologia, fisica, psicologia, etc. La resolucién de sistemas
casi de cualquier nimero de ecuaciones (10, 100, 1000, etc.) es una realidad hoy en
dia gracias a las computadoras, lo cual proporciona un atractivo especial a las ténicas
de solucién directas e iterativas: Su programacion, la cuenta de los cdlculos nece-
sarios, la propagacion de errores, etcétera.

Sin embargo, todo lo anterior requiere una revision de 1os conceptos basicos
sobre matrices, ortogonalizacion de vectores y la existencia y unicidad de las solu-
ciones; por lo tanto, estos conceptos dan inicio al capitulo.

SECCION 3.1 MATRICES

Una matriz es un conjunto de clementos ordenados en filas y columnas como

(”11 a1 a3 .. Q1
ay ay Gy a,,
asz a3 a3 as,
a1 4,2 a,s .o a,.

Los elementos a;; son nimeros reales o complejos, o funciones de una o varias
variables. En este libro s6lo se tratardn matrices cuyos elementos son ndmeros reales.
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Para denotar matrices se utilizardn las primeras letras maydsculas del alfabeto
en cursivas A, B, C, etc. Cuando se hace referencia a una matriz es conveniente
especificar su nimero de filas y columnas. Asf, la expresién A de m X n, indica
que se trata de una matriz de m filas y n columnas 0 de m X n elementos. A "m
X h" se le conoce como las dimensiones de A. Si el ndimero de filas y de columnas
es el mismo; esto esm = n, se tiene una matriz cuadrada de orden n 0 simplemente
una matriz de orden n.

Para ciertas demostraciones es mds conveniente la notacion [ g; ], [ b;], etc., en
lugar de A, B, etcétera.

Dos matrices son iguales cuando tienen el mismo nimero de filas y columnas
(las mismas dimensiones) y, ademds, los elementos correspondientes son iguales.

Por ejemplo, las matrices

1 2 3 1 4 7
A=1|4 5 6 y B=[2 5 8
7 8 9 3 6 9

son de orden tres y tienen los mismos elementos. Aun asf son distintas, ya que los
clementos correspondientes no son todos iguales. El elemento de la segunda fila y
la segunda columna de A, ay es 5 y el correspondiente de B, by, es 5; pero el
elemento de 1a segunda fila y la primera columna de A, a; es 4 y el correspondiente
a B, by €s 2.

Operaciones elementales con matrices y sus propiedades
Se definirdn dos operaciones en €l conjunto establecido de las matrices.

Suma de matrices

Para sumar dos matrices 4 y B han de ser de las mismas dimensiones; si esto es
cierto, la suma es una matriz C de iguales dimensiones que 4 y que B, y sus ele-
mentos se obtienen sumando los elementos correspondientes de A y B. Para mayor
claridad

A + B = C
—an a12 aes a],j -bn b12 ven b],,1 all + bll a12 + b12 vee ay, + b]nw
Ay Gy o Ay, by by - by Ay + by ap + by .. 6y + by,
. . . + . . . -
Laml A -o. Gy bml bm2 see bmn a1 + bml a,.» + bm2 LLL 7 . + bmn

‘1 €2 .- m
Cn Cxp - O
|- - : (3.1)

Lcml Cm2 - Conn




MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 127

0 también
[a;] + [b;] = [a; +b;] = [¢;] (3.2)

FEjemplo 3.1

Sumar las matrices

SOLUCION

4 85 3] [-1 24] _ |41 8542 34| _ (31057

2-13 7 5 8 3| T [2+5-13+8 7+3 | ~ |7 67 10
2 X3 2 X3 2 X3 2X3

La conmutatividad y asociatividad de la suma de matrices son propiedades
heredadas de las propiedades de la suma de los nimeros reales. Asi, la con-
mutatividad puede verse claramente en la ecuacion 3.1, ya que

i 05 =Dy T 8 =G

donde aj; representa un elemento cualquiera de 4 y b; su correspondiente en
B. Por tanto, es cierto que

A+ B=B+A4A=C
De igual manera puede verse la asociatividad
(a; + by) + d; = a; + (b; + dy)
o bien

(A+B)+D

A + (B + D)

donde D es una matriz de las mismas dimensiones que 4 y que B.
Ademas, sf se denota con O a la matriz cuyos elementos son todos cero
(matriz cero); es decir,

(=N ]
0O Q
[ =]
. OO
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y por -A la matriz cuyos elementos son los mismos que A, pero de signo
contrario

r -

4y G ... 4y,
My Ay e Ty,
A = .
_aml _am2 e &amn
se tiene
A+ O = 4, (3.3)
A+ (A)=0 (3.4)

A partir de la ecuacion 3.4, puede definirse la resta entre A y B como

A+ (-B)
0 mas simple
A-B

Producto de matrices por un escalar

Asi como se ha definido la suma de matrices, también se puede formar €l pro-
ducto de un numero real « y una matriz 4. El resultado, denotado por xA, es la
matriz cuyos elementos son los componentes de 4 multiplicados por «. Asi, se
tiene

ay; Gy ... “1n1 o« dyy o« Gyp ... x 4y,
Gy Gy -+ Gy, *ay % ay - 4,
« 4 = o ) ) ) = (3'5)
Laml 42 ... Gy « a,.1 x a,» ... &x a,.
o bien
x [a;] = [« a;] (3.6)
Ejemplo 3.2
58 =23 2
Multiplique la matriz | 4 7.2 10| por 2.
43 -13 5
SOLUCION
58 23 2 2(5.8) 2(=23) 2(2) 116 46 4
214 72 10| =1{24) 272 20| =1 8 144 20

43 -13 5 243) 2(-13) 2(5) 8 <26 10
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Las principales propiedades algebraicas de esta multiplicacién son

a (A + B) =a A + aB, distributividad respecto de la suma de matrices 3.7
(a +B)A =ad + B A, distributividad respecto de la suma de escalares (3.8)
(af)A =a (B A), asociatividad (3.9)

1 A=A4, (3.10)

donde « y f§ son dos escalares cualesquiera y 4 y B dos matrices sumables (con
igual nimero de filas e igual nimero de columnas).

Las ecuaciones 3.7 a 3.10, se comprueban con facilidad a partir de las definiciones

de suma de matrices y multiplicacién por un escalar. S6lo se demostrard la 3.9; las
otras quedan como ejercicio para el lector.

De la definici6én (Ec. 3.5), aplicada al lado izquierdo de la ecuacioén 3.9

[(« B)ay (= PB)ay ... (= P)ay,
(xB)ay (xP)ay -« (= P)a,
(aB)A = : ) )

(= B) ap (= B) Gy ... (=P)a,

De la asociatividad de la multiplicacion de los nimeros reales se tiene

[« Bay) x@Bap ... =@ alnﬂ
x Bay) x Bay - « (B ay)
(af)a = ) ) :

x (ﬂ aml) x (ﬂ amZ) v (ﬂ amn)
Al aplicar la ecuacién 3.5 en sentido inverso dos veces

-I3 ay, Bap ... B aln_]
Bay Bay - Ba,,
(af)yd=a| ° : '

_ﬂ aml ﬂamz ﬂamn
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se llega al lado derecho de la ecuacién 3.9, con lo cual concluye la demostraci6n.

@B A=a

Multiplicacién de matrices

Dos matrices A y B son conformes en ese orden (primero 4 y después B ), si A

ap

)

4 =

tiene el mismo nimero de columnas que B tiene de filas.

Se definird la multiplicacién s6lo para matrices conformes. Dada una matriz 4
dem X nyunamatriz Bden X p, el producto es una matriz C de m X p cuyo
elemento general ¢; se obtiene por la suma de los productos de los elementos

de i - ésima fila de 4 y 1a j - ésima columna de B. Si

an
ay
A =
a;
aml
donde

a1
ayn

Q1

as,

1
xn

‘12

Cm2

mj

nj
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o bien
n
Cj =D, agby parai = L,2,.,myj =12 .,p
k=1
Ejemplo 3.3
1 23 01 -2
Multiplicar las matrices 4 = |2 3 4| y B= |-12 3
34 -5 4 2 1
SOLUCION
A B C
1 2 3 01 =2 0-2+12 1+4+6 -2+6+3 10 11 7
2 3 4||-1 2 3|=]03+16 2+6+8 4+9+4| =13 16 9
3451142 1 0+4-20 3-8-10 -6-12-5 -16 -15 -23
En orden inverso
B A o
01-2{|1 2 3 0+2-6 0+3+8 0+4+10 -4 11 14
-1 2 3|2 3 4|=|-14449 -2+6-12 -3+8-15| = |12 -8 -10
4 2 1[1|3 4 -5 4+4+3 8+64 12+8-5 11 10 15

Obsérvese que 4 B # B A; es decir, 1a multiplicacién de matrices no es con-
mutativa. Este hecho deber4 tenerse siempre en cuenta al multiplicar matrices.
A continuacién se verdn las propiedades de distributividad y asociatividad del

producto de matrices.

A(B+C)=AB+AC (3.11)

(4B)C =4 (BC) (3.12)

Con la notacién de sumatoria se comprobard la ecuacién 3.11; la 3.12 queda

como ejercicio para el lector.

Demostracion de la ecuacién 3.11. Sea e; un elemento cualquiera de la matriz

producto A4 B, esto es

n
€ = 2 % by
k=1

y d; el elemento correspondiente del producto 4 C

n
dj =2 % O
k=1
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Al sumarlos se obtiene el elemento correspondiente del lado derecho de la ecua-
cién 3.11
i n n
e. +d. = a, b,. + a, ¢, = a. b,. + ¢.),
Y (O~ kzl kT kgl w Og + %)
el cual es igual al elemento de la i-ésima fila y la j - ésima columma del lado
izquierdo de la ecuacion 3.11, con lo que finaliza la demostracion.
A continuacion se da el algoritmo para multiplicar matrices.

Para multiplicar las matrices 4 y B, proporcionar los

DATOS: Nimero de filas y columnas de A y B; N, M, N1,
M1, respectivamente, y sus elementos.
RESULTADOS: La matriz producto C de dimensiones NxXM1 o el
mensaje "LAS MATRICES 4 Y B NO PUEDEN
MULTIPLICARSE".
PASO 1 Si M = N1 continuar, de otro modo IMPRIMIR
"LAS MATRICES 4 Y B NO SE PUEDEN
MULTIPLICAR" y TERMINAR.
PASO 2. Hacerl =1
PASO 3 Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 12.
PASO4 Hacer] =1
PASO 5. Mientras J < M1, repetir los pasos 6 a 11.
PASO 6. HacerC(1,J) =0
PASO 7. HacerK =1
PASO 8 Mientras K < M, repetir los
pasos 9y 10.
PASO 9. Hacer
C(LI)y=C((1, 1) +
A(LK) * B(K,J)
PASO 10. HacerK = K + 1
PASO 11. HacerJ =J + 1
PASO 12. Hacerl =1 + 1

PASO 13. IMPRIMIR las matrices A, By C y TERMINAR.

Ejemplo 3.4

Elaborar un programa en PASCAL para multiplicar matrices, utilizando el
algoritmo 3.1

SOLUCION

Ver el programa 3.1 del disco.
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Sugerencia: Este material puede complementarse e incluso enriquecerse si se cuenta
con un pizarrén electrénico, por ejemplo el Math-CAD, ya que permite, una vez
entendida la mecénica de las operaciones matriciales, averiguar sus propiedades e
incluso motivar algunas demostraciones. En adelante se hard referencia al Math-
CAD, pero puede usarse un software disponible equivalente.

Matrices especiales

En una matriz cuadrada A, el conjunto de clementos en donde ¢l primero y el
segundo subindices son iguales —es decir i = j— forman la diagonal principal.
Por ejemplo, en la matriz de 4 X 4 que se da a continuacién, los elementos dentro
de la banda constituyen la diagonal principal.

a1 G 43 Gy
Gy  Gp 4Gpn a4y
as Gy Gyp ay
Ay G A3 Oy

Una matriz de orden n con todos sus elementos debajo de la diagonal principal
iguales a cero se llama matriz triangular superior. Si todos los elementos por en-
cima de la diagonal principal son cero en una matriz, entonces serd una matriz
triangular inferior; en caso de que una matriz tenga Gnicamente ceros arriba y abajo
de la diagonal principal, se tiecne una matriz diagonal, y, si en particular, todos los
elementos de la diagonal son 1, entonces se obtienc la matriz unitaria 0 matriz
identidad.

Matriz triangular superior Matriz tiangular inferior
| R 0]
0 0 il
0 o0 o l;
- =]
Matriz diagonal
[(ap 0 0o .. 0] [1 0 0 .. 0]

0 4 0O .. 0 0 10 . 0
0 ds; 0 0 o 1 . 0
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A continuacién se dan algunos casos particulares de matrices cuadradas especiales

Triangular Triangular Diagonal Unitaria
superior inferior

1 3 4 4 00 2 00 1 00
0 6 2 -2 -10 0 60 010
0 0 -5 7 53 0 0 8 0 01

La matriz unitaria se denota, independientemente de su orden, como 1.

Dada una matriz 4 de m X n, la matriz de n X m que se obtiene de A inter-
cambiando sus filas por sus columnas se¢ denomina matriz transpuesta de A y se
denota por A”. Esto es

4 G - Gy n 4y - Gy

a21 a22 vae az’ alz a22 enn amz
A= , AT =

Gpt G2 - a,n a, a2 Qpin

Ejemplo 3.5

Dada la matriz A4, encuentre su transpuesta.

1 0 3 4 1
A= |2 3 5 7 9
8 6 2 5 0
3 x5
SOLUCION
1 2 8
0 3 6
AT=13 5 2
4 7 5
1 9 0

Una matriz cuadrada para la que 4 T = A, recibe el nombre de matriz
simétrica. Por ejemplo

1 2 3 1 2 3
A=[2 3 1 y AT=12 3 1
3 1 4 3 1 4

son iguales, y por tanto A es simétrica.
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Si A y B son dos matrices cuadradas, tales que
AB =1 = BA,

se dice que B es la inversa de A y se representa generalmente como A7,

Ejemplo 3.6

Demuestre que B es la inversa de A, si

1 3 3 7 -3 -3
A=]1 4 3 y B = |-1 1 0
1 3 4 -1 0 1
SOLUCION
1 3 3 7 3 3 1 0 0
AB = |1 4 3 -1 1 0 = 0 1 0] = 1
1 3 4 -1 0 1 0 0 1
Por tanto
Al =B
En particular si 4 es diagonal; es decir
r'a" 0 o 0] FVau 0 o0 0 ]
0 an O 0 0 Vap O 0
A = , entonces 4! = :
0 0 . 0 0 Va,

La demostracién se deja como ejercicio para el lector.

Es importante sefialar que no todas las matrices tienen inversa. Si una ma-
triz la tiene, se dice también que es no singular, y singular en caso contrario.
M4s adelante se ven métodos para encontrar la inversa de una matriz.

Matriz permutadora

Una matriz cuyos elementos son ceros y unos y donde s6lo hay un uno por cada
fila o columna, se conoce como matriz permutadora o intercambiadora; por ejem-
plo, las matrices
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01 0 1 0 00
0010

1 0 0 ,

00 1 0100
0 001

son casos particulares de matrices intercambiadoras.
El efecto de multiplicar una matriz permutadora P por una matriz 4 en ese orden

es intercambiar las filas de A4; al multiplicar en orden inverso, se intercambian las
columnas de A.

Ejemplo 3.7

Multiplique la matriz 4 del ejemplo 3.6 por la matriz permutadora P de
3 x 3 dada arrijba.

SOLUCION

a) Célculode P A4 :

010 1 33 1 43

100 1 43 = 1 33

0 01 1 3 4 1 3 4
P A C

Obsérvese que la matriz producto C es la matriz.4 con la primera y segunda
filas intercambiadas

b) Célculo de 4 P

1 33 010 313

1 43 100 = 4 13

1 3 4 0 01 314
A P D

Obsérvese que la matriz producto D es la matriz A con la primera y segunda
columnas intercambiadas.

La matriz identidad es un caso particular de matriz permutadora y su efecto es
dejar igual la matriz por la que se multiplica (ya sea por la derecha o por la iz-
quierda). Este hecho, junto con el ejemplo 3.7, manifiesta que cuando aparece un
1 en la diagonal principal de una matriz permutadora, la fila o columna correspon-
diente de la matriz por la que se muitiplique no sufre cambio alguno.

Véase que hay un 1 en la posicién (3,3) de la matriz Py que la fila 3 y 1a columna
3 de 4 no sufrieron intercambio en los incisos (a) y (b), respectivamente, en el
ejemplo 3.7.
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Ejemplo 3.8

Sin multiplicar diga qué efecto tendrd sobre una matriz cualquiera 4 de
4 X 4 la siguiente matriz

OO O M
-0 00
o=, OO
OO~ O

SOLUCION

Andlisis de la multiplicacién P 4 . Los unos en las posiciones (1,1) y (3,3)
indican que las filas 1y 3 de 4 no sufrirdn efecto alguno. Por otro lado, los
unos de la segunda y cuarta filas cuyas posiciones son (2,4) y (4,2) indican que
las filas 2 y 4 de A4 se intercambiardn (n6tese que en el ejemplo 3.7, los unos
fuera de Ia diagonal ocupan las posiciones (1,2) y (2,1) y las filas 1 y 2 se
intercambian).

El lector ficilmente puede generalizar estos resultados.

SECCION 3.2 VECTORES

Las matrices donde m > 1yn = 1 (es decir, estdn formadas por una sola
columna) son llamadas matrices columna o vectores. De igual manera,sim = 1y
n >1, se tiene una matriz fila o vector. Los vectores se denotardn con las letras
minidsculas en negritas: a, b, x, etc. En estos casos no serd necesaria la utilizacién
de doble subindice para la identificacion de sus elementos y un vector x de m ele-
mentos (en columna) queda simplemente como

xm
e -

Un vector y de n elementos (en fila) queda como

Y=[ny2 Y1

Por ejemplo, los siguientes vectores estdn en columna

0
1 :; 0
o, ol ° 0|,
0 ; 0

0
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y estos en fila
[010],[3572],[0000 0]

Obsérvese que si se tiene un vector columna, la transpuesta serd un vector fila
y viceversa.

Dado x = | x = [x; x ... x,]

Ejemplo 3.9

Obtener la transpuesta de los vectores columna y fila dados arriba.

SOLUCION
11" 3]
o| =poo, |3 =p10s]
0 5
0 T
0
0| = [00000]
0
0
0 5
10" = |1}, 3572]" = |5
0 2

[00000) =

=R e R o B e B )

Como en el texto resulta generalmente dificil expresar un vector en colum-
na, se usard algunas veces su transpuesta.
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Multiplicacién de vectores

Dado que los vectores son s6lo casos particulares de las matrices, siguen las

mismas reglas de multiplicacién que éstas. Sea por ejemplo a = [a; a3 ...

b’ = [b: b2 ...b, ], €l producto a b es

Fbﬂ
b,
ab=1[a a..a] | =ab, + ap, + ... +ap,
1xn . 1x1
b’l
L J
n x1

a,]ly

El producto de a por b es el nimero real aiby + ash; + ... + a,b,, que tam-

bién puede verse como una matriz de 1 x 1.”

Mutltiplicando en orden inverso

b, ] [ba, ba,  ba,]

b, ba, ba, .. ba,
ba=|"]|[a4a..46]=]|" ’ .
: 1xn . . .

b, ba, ba, - b,a,

n-x -1 i nxan i

se obtiene una matrizden X n.

Ejemplo 3.10

Dadosa = [15 7]yb’ = [0 -2 3], obtener aby ba

dimensiones son adecuadas.

SOLUCION
0
ab=[157 (-2] =10) + 5(-2) + 73) = 11
1x3 3 1x1
3 x1
y
0 o) 05) o 0 o0
ba= |2 [157 = |-2)) 2(5) 2(D)| = |-2 -10 -14
3 3(1) 3(5) 3(7) 3 15 21

Puede multiplicarse también un vector por una matriz y viceversa si las
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Ejemplo 3.11

0 43
Multiplique el vector a = [1 -2 3] por la matrizB = [-1 8§ 2
< 315
SOLUCION
a B = ¢
0 43
[t -2 3] |-1 8 2| =[11 -9 14]
1x3 315 1 x3
3 x3

los elementos de ¢ se calculan como

10) + (22) (1) + 33) = 11
14) + (-2) 8 + 3(1) -9
13) * (2) @) + 3(5) = 14

i

Efectuar la multiplicacién en orden inverso (B a) no es posible, por no ser
conformes en ese orden. En cambio, sf puede multiplicarse B por algin vector co-
lumna d de tres elementos. Asf

0 4 3 1 0(1) + 4(0) + 3(2) 6
-1 8 2 0| = [-1(1) + 80) +2(2)| = | 3
315 2 3(1) + 1(0) + 5Q2) 13
3 x3 3 x1 3 x1

Producto punto de vectores

Definicién. Dados dos vectores a y b con igual nimero de elementos, por ejemplo
n , su producto punto (o escalar), denotado por a - b, es un nimero real obtenido
de la siguiente manera

-aJ .bl.
a b,
a-b= * . * = albl + azbz + ... + anb" (3.13)
a, b,
. J L J
Ejemplo 3.12 )
2 -3
Sia=|1] y b= 0], obtenga el producto punto.
6 2.5
SOLUCION .
a-b=2-3)+ 1(0) + 6(25) =9




MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 141

Este producto punto asf definido tiene las siguientes propiedades
a)a - b = b - a conmutatividad (3.149)
b)(a + b) - ¢ =a - ¢ + b - c distributividad (3.15)

¢)(aa)-b=a (a - b) paracualquier nimero real a. Asociatividad
(3.16)

dya -a=0ya- - a=0siysolosia = 0 Positividad de la definicién
3.17)

S6lo se demostrard la propiedad (a) y s¢ dejardn las restantes como ejercicio
para el lector.

Demostracion de (a)

a-b

1

ab; + ap, + ... + ap

n'n

b-a

bja, + bya, + ... + b,a

n'n

Por la conmutatividad de la multiplicacién de los nimeros reales se tiene que

ab, =ba;,, 1=<i=<n
y por tanto
8 b=D>b-¢-a

Enseguida se definirdn conceptos tan importantes como la longitud de un vector,
¢l d4ngulo entre dos vectores cualesquiera y distancia entre vectores en funcién del
producto punto.

Cada una de estas ideas tiene un significado bien definido en los vectores de dos
elementos en la geometrfa analitica, y es razonable pedir que cualquier definicién
que se adopte se reduzca a la ya conocida. Con esto en mente, se pueden obtener
definiciones aceptables extendiendo las férmulas correspondientes de la geometr{a
analitica a vectores de n elementos.

Longitud de un vector

La noci6n de longitud para vectores de dos elementos estd dada por la siguiente
definicién

Sea x un vector cualquiera de dos elementos, su longitud denotada por | x |

es el nimero real no negativo*

| x | = V2 + 22 (3.18)

*Se dice que un ndmero real es no negativo cuando sdlo puede ser cero o positivo.
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Gréficamente se representa asi

| x=x x]
(ﬁ
p Y

|
\

z |
1 %2
|
|

\*\

1 —_

"

X

Figura 3.1 Interpretacion gréfica de la longitud de un vector

La ecuacién 3.18 puede escribirse en términos del producto punto como
| x| = vVx - x (3.19)

lo cual est4d bien definido para vectores de n elementos y puede, por tanto, tomarse
como longitud de estos dltimos.

Definicién. La longitud (o norma) de un vector x de n componentes, con n =
1, estd dada por el nimero real no negativo .*

[ x | =vx " x
| x| =Vl +x}+ .. + x’ (320
Ejemplo 3.13
Sia = g , encuentre su norma.
SOLUCION X
| a| = ¥ 9 + 16 = 7.0711

Angulo entre vectores

Recuérdese que si se tienen dos vectores de dos componentes, ambos distintos
del vector cero, la f6rmula

cosg:—_____’f.;.y___ 0
x| 1yl

*Se conoce también como norma euclideana y algunos autores la representan por L2

A
1
iA
|

(3.21)
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es una consecuencia inmediata de la ley de los cosenos. Como la expresion
X'y
x| lyl”’
estd bien definida para vectores distintos del vector cero, de n componentes, parece
conveniente usarla como definicién del 4ngulo entre vectores de mas de dos com-
ponentes. Sin embargo, serfa necesario probar primero que el rango o codominio
de esta expresién —usando vectores x , y de # componentes— es el intervalo cerrado
[-1, 1], para que asf se guarde consistencia con el primer miembro de la ecuacién
3.21.*
La demostracién estd fuera de los objetivos de este libro, pero el lector interesado
puede encontrarla en Kreider et al.**

Definicién. Si x y y son vectores distintos del vector 0, con n componentes, el
coseno del dngulo entre ellos se define como
Xy
[x1 1yl

Si alguno de los vectores es el vector cero, se hace cos 6 igual a cero.

cos B8 =

Ejemplo 3.14

Six =[2-341]yy = [-12 4 2],calcule el dngulo entre ellos.

SOLUCION

s = 260 + (3) @) + 44) + 12)
vi+9+16+1 v+ 4 +16+14

de donde 8 = 68.58

= 0.3651

Distancia entre dos vectores

Uno de los tres conceptos que atin no se analiza es el de distancia entre dos
vectores de n componentes. De nueva cuenta esto se hard "copiando” la definicion
dada en la geometrfa analitica, donde la distancia entre x y y es la longitud del
vector (x — y) (Véase Fig. 3.2).

Figura 3.2. Resta de vectores en el plano.

*Recuérdese que la funcién cos tiene como rango el intervalo [-1, 1].
**Kreider, Kuller, Ostberg, Perkins. An Inroduction to Linear Analysis. Addison-Wesley (1966).
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Definicion. La distancia entre dos vectores x y y de n componentes es

dx,y)=|x~-y]| (3.22)

definicién que satisface las siguientes propiedades

a) La distancia entre dos vectores es un nimero real no negativo que es cero si
y s6lo si se trata del mismo vector; es decir

d(x, y) 2 0yd(x,y) =0siysOlosi x =y (3.23)
b) Es independiente del orden en que se tomen los vectores; esto €s
d(x, y) = d(y, x)
¢) Finalmente, satisface la desigualdad del tridngulo, conocida en la geometria

en los términos la suma de las longitudes de los catetos de un tridngulo es
menor o igual a la longitud de la hipotenusa; esto es

d(x y) + d(y, z) = d(x,2)

para tres vectores cualesquiera x, y y z.

Ejemplo 3.15
Calcule la distancia entre x y y dadas por
X' =[0351) yy=[=21-31)
SOLUCION

Primero se obtiene x ~ y

X -y =

N WO

| |
) e B
[eolie N S S

La norma de este vector es

Ix-y | =V2Z + 22+ 8 + 07 = V72 = 84853,

¥y, por tanto, la distancia entre x y y es 8.4853 unidades de longitud.

Obsérvese que ninguno de estos tres conceplos tiene representacién geométrica
cuando el nimero de componentes de los vectores es mayor de tres.
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Sugerencia: Explore con el Math-CAD o algin pizarrén electrénico disponible las
operaciones vistas y sus propiedades.

SECCION 3.3 INDEPENDENCIA Y ORTOGONALIZACION DE
VECTORES

Una expresion de 1a forma

op Xt XX b b XX, (3.26)
donde «;, «, ..., «,son nimeros reales y x;, x, .. , X, son vectores de m
clementos cada uno, se llama combinacién lineal de los vectores xj, X2, ... , X,
Ejemplo 3.16
iLa expresion
1 —4 S
0 2 -2
2.5 4 + 3 16 + (-7 0
3 5 1

es una combinacién lineal?
SOLUCION

Si; es una combinacion lineal de [1 0 4 3]T, [4 216 5]T y[s5-20
1]T , con los escalares 2.5, 3 y -7, respectivamente.

A menudo los elementos de un vector x; de una combinacion lineal, tendrdn dos
subfndices; el primero indica la fila a que pertenece y el segundo se refiere al vector
a que corresponde, asf

Xy

Xy

i

Se dice que un vector x = [x; X3 ... Xy, ]T , depende linealmente de un con-
junto de vectores de m elementos x;, X3, ... , X,, si se pueden encontrar escalares
«y, ®p, ... o, tales que se cumpla la siguiente ecuacién vectorial

X = & X+ XX+t ox (3.27)
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Si, por el contrario, no existen escalares que satisfagan tal ecuacién, x €s un

vector linealmente independiente de x;, X2 , ... , x,. En otras palabras, x es li-
nealmente dependiente de x;, Xz, ... , X, si y s0lo si x es una combinacion lineal
de X1, X2, oony Xy

Ejemplo 3.17

Dado el conjunto de dos vectores de dos elementos :

S |

demuestre que el vector x = [0 8 ]T es linealmente dependiente de dicho
conjunto.
SOLUCION

Es suficiente encontrar dos escalares o«; y o« tales que la combinacién
«; X3 + o« xp reproduzca a x. Por observacién se advierte que los ni-
meros x; = 1y x5 = 2 cumplen este requisito.

Bl -0+ [

Generalmente, encontrar los escalares o la demostracion de que no existen
es un problema dificil que requiere una técnica especifica, misma que se de-
sarrolla mds adelante.

Independencia de conjuntos de vectores

Un conjunto de vectores dado y;, y2, ... , ¥, €S lincalmente dependiente si por
lo menos uno de ellos es combinacion lineal de alguno o todos 1os vectores restantes.
Si ninguno 1o es, se dice que es un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo 3.18

Sea el siguiente conjunto de cuatro vectores de tres elementos cada uno.

1 0.1 0.5 0.03
yZw= 4 y X = -3 » Y3 = -15 y Y4 = -0.9
2 0 0 0

Determine si es linealmente dependiente o independiente.
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SOLUCION

Este conjunto es lincalmente dependiente, ya que y; se obtiene de la com-
binacion

=5 y,=5{31,
0

y y4 se obtiene de combinar y; y y; en la siguiente forma

0.03 1 0.1
-09] = 0 (4] + 03 [-3
0 2 0

Si se considera el conjunto formado s6lo por y; y ys, se tiene que es linealmente
independiente, ya que ninguno se obtiene multiplicando al otro por algin escalar.
Cualquier conjunto que tenga €l vector cero (vector cuyos componentes son todos
cero) como uno de sus elementos, es linealmente independiente, ya que dicho vector
podrd obtenerse siempre de cualquier otro vector del conjunto por la combinacién

0] Xy

0 X
0= = 0

0 x..

L. ]

Un conjunto formado por un sélo vector (distinto de 0) es linealmente inde-
pendiente.

Interpretacién geométrica de la independencia lineal

Es conveniente estudiar la independencia lineal desde el punto de vista geomé-
trico, aunque esto sOlo valga para vectores de dos y tres componentes. Considérense
los tres vectores del ejemplo 3.17 en el plano x-y (Fig. 3.3). Por la geometria se
sabe que dos vectores que se cortan forman un plano (por ejemplo x; y x, forman
el plano x-y). Por tanto, es natural pensar que si se tiene un tercer vector del plano
x-y, éste pueda obtenerse de alguna combinacion de los que se cortan, por ejemplo
x3 de x; Yy Xy, aplicando la ley del paralelogramo.

Si, por otro lado, se tienen dos vectores de dos componentes linealmente depen-
dientes, esto se manifiesta geométricamente como paralelismo (véase los vectores
X1 y xz de la Fig. 3.4). Es evidente que estos vectores paralelos no forman un plano
y un tercer vector x; que no sea paralelo a ellos no podrd generarse con una com-
binacién lineal de x; y x,.

En conclusion, 1a caracterfstica geométrica de dos vectores linealmente inde-
pendientes es que se cortan en un punto. En cambio, dos vectores linealmente de-
pendientes son paralelos.
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Y ZL 0
x =
10 - ’ s
1
8
6 4
o, X, = 2x2 x=
4
2 \
X, = 7 ox, = lxl
2
T T T ==
2 4 6 8 *

Figora 3.3. Interpretacién geométrica de independencia lineal en el plano.

yd_
2
- X = 1
-2 | 3
X, =
4
X, = 2%,
ﬂ
T T T T T T

Figura 3.4. Interpretacién geométrica de dependencia lineal en el plano.
Conjuntos ortogonales de vectores
Dos vectores de igual ndmero de componentes son ortogonales o perpendiculares

si el coseno del 4dngulo entre elios es cero. De acuerdo con esta definicién, el vector

cero es ortogonal con cualquier otro vector; en general, x y y son ortogonales si y
solo si

X yYy=xy txy+ . +xy =0
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derivada esta expresion del hecho que

Xy
cos 8 = ————
x| 1yl
A continuacién se generaliza la definicién de ortogonalidad.
Un conjunto de vectores X;, Xz, ... , X, forma un conjunto ortogonal si x; = 0
paral < i < n,y
xi'yj=0 l1<j=<n (3.28)

siempre que i # j.

Ejemplo 3.19

Determine si los vectores x; y x; del ejemplo 3.17 son ortogonales.
SOLUCION
[‘2] = 8+8=0

4
0=l [

Son perpendiculares en el sentido usual del término (véase Fig. 3.3) y esto
es lo que significa la definicién, dada para cualquier nimero de componentes.

Ejemplo 3.20

4El conjunto siguiente es ortogonal?

1 0 0
_]o _h 0
= ol ®T ol M
0 0 0
SOLUCION
Si, ya que

Xl'X2=x1'x3=x2'X3=0

En cambio, si se adiciona a este conjunto el vector

el conjunto resultante x;, X, X3, X4 N0 €s ortogonal, pues

x"x2=l#0




150 METODOS NUMERICOS

Ejemplo 3.21

Corrobore si el siguiente conjunto de vectores es ortogonal

SOLUCION
-3 2
X, = 4( , X, = 2
1 -2.0003

X, - X, = (-3) (2) + 4(2) + 1(-2.0003) = -0.0003

Obsérvese que los vectores son "casi” ortogonales. Esto ocurre con frecuen-
cia y en los cdlculos practicos serd preciso decidir con qué cercanfa a cero se
aceptard que un producto punto de dos vectores "es cero”, y, por tanto, que
los vectores son ortogonales. De nuevo e denotard el limite de aceptacion o
rechazo. El valor que tome ¢ estard en funcién del instrumento con que se
lleven a cabo los cdlculos. Por ejemplo, para una calculadora de nueve digitos
de exactitud, e puede ser 10 Cone = 107 los vectores de este ejemplo no
son ortogonales. Asi pues, ¢ usado de esta manera puede llamarse criterio de
ortogonalidad.

Ortogonalizacién

Se ha llegado al punto central de esta seccion, donde es posible construir un
conjunto de vectores ortogonales (ortogonalizacién) a partir de un cojunto de vec-
tores linealmente independientes. Enseguida se considerard uno de los métodos mds
difundidos, la ortogonalizacion de Gram-Schmidt, aunque pueda representar ciertas
dificultades computacionales.

Método de Gram-Schmidt

En lugar de empezar con el caso m4s general, se introducird el proceso de orto-
gonalizacion con dos ejemplos; el primero se tiene cuando se toman dos vectores
X; Y X; del plano x-y, lincalmente independientes y a partir de ellos se forma el
conjunto ortogonal e; y e;. La figura 3.5 muestra la manera natural de resolver
este caso; simplemente se toma ¢; = x; y ¢; como la "componente” de x, per-
pendicalar a x;. Asf, se escribe e; en la forma

€ = Xy — X,08

(3.29)

al,2e]

Figura 3.5, Ortogonalizacién en el plano x-y.
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y s6lo queda determinar a;, de manera que la condicién e; - e; = 0 se cumpla.
Esto da la ecuacién

& e =0=x- ¢€-x,¢ ‘¢ (3.30)
y finalmente
w, = 2 33
31
12 7 g e (3.31)

De este modo e, queda determinado en funcién de x, Y x2, ¥ el conjunto x; , x;
se ha ortogonalizado.

Ejemplo 3.22

Ortogonalice x; = [2 2]y x, = [3 0"

SOLUCION
e, = [22]
y
€ = Xy — ap,€
con

w22 -BOT_ 6 _
1,2 [2 2]T | [2 2]T 4 + 4
Sustituyendo queda

FNTR)

e, = [30) —% 22" =pBo- [% %T = [15 -1.5]T

Al graficar estos vectores se obtiene la siguiente figura

Figura 3.6. Ortogonalizacién de vectores
Obsérvese la perpendicularidad de e, y e,.
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Como segundo ejemplo se ortogonalizard el conjunto arbitrario x;, x5, X3 de vec-
tores linealmente independientes de tres componentes. El procedimiento es esen-
cialmente igual al que se usé antes, y se empieza escogiendo e; = x;. El segundo
paso es determinar e, de acuerdo con el par de ecuaciones

e ¢ =0 e =x-9,e¢€ (3.32)
de las que se obtiene nuevamente que

e
2% (3.33)
el * el

Obsérvese que e; = 0; de lo contrario se cumplirfa 1a primera de las ecuaciones
3.32 y en la segunda se tendria que x, = a;.¢) = a1yx; . O sea que x; estaria en
funcion de x4, lo cual es imposible por la independencia lineal de x; ¥ xo.

Para el tercer vector se recurre nuevamente a una representacién geométrica, en
donde se verd que el proceso de ortogonalizacion puede completarse tomando e;
como la componente de x; perpendicuiar al plano formado por los vectores e, y e,
(Fig. 3.6)*.

De esto se tiene
€3 = X3 — @38 — A3 (3.34)

y s¢ puede encontrar a;3 y a3 por medio de las condiciones de ortogonalidad

e1'02=e1'e3=e2'e3=0

Figura 3.7. Ortogonalizacién en el espacio x-y-z.

® Recuérdese que dos lineas que se cortan solamente en un punto forman un plano.
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Multiplicando en forma punto los dos miembros de la ecuacion 3.34 por ¢, y
después por e,, se obtiene el par de ecuaciones

e3-e1=0=x3-e1—ec1’3e1-el—«z3e2-e1

. - = . . . 3.35
) € € =0 =X € - x;3¢ €& - X3¢, - € (3-35)
0 bien
X3 © € = o136 €
X3 ° & = 538 - € (3.36)

resolviendo para a;3 y para a,3, se tiene
>4 = — X —
13 : ’ 23 .
€ " & €& &

y con esto termina la ortogonalizacién del conjunto x;, x;, X.

Ejemplo 3.23
Ortogonalice los vectores

x =[110], x=[010]" y x=[111]

SOLUCION
€ = X, € = X5 - X8, Yy
€ = X3 - X 3@ — X338y
1
e U 7
€= (0,0,1)/7‘?’ /////

Figura 3.8. Ortogonalizacién en el espacio.
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donde « 1,2 o 13 Yy oc2’3

se obtienen de las ecuaciones

y sustituyendo

e, =[110 e =1[-12 12 0], e, =[00 1]

Una vez realizado lo anterior, se puede pasar al caso general de ortogonalizar
un conjunto de »n vectores linealmente independientes xy, X, ... , X, de n compo-
nentes cada uno. Primero se efectuard e; = x;, despuése, = x; — x;, e, donde
ajp Se escoge de manera que ey - ey = 0.

De aqui que

y la independencia lineal de x; y x,implica que e; = 0.
Unicamente queda por demostrar que este proceso puede continuar hasta obte-

ner un conjunto ortogonal ey, €5, ... , €, Para ello, supdngase que se liegé al con-
junto ortogonal e;, e;, ... , e, conm < n.Para continuar un paso mds efectiese

€utl = Xut1 T Cm+1® T 0 T %m+1®m
y determinese ay,m+1, @2m+1s -+ 5 Amm+1, € ManNera que e, ,; sea ortogonal a ca-
da elemento del conjunto e;, e, ... , e,. Consecuentemente €l conjunto de ecua-
ciones es

Xntl " &1 %41 (e;7e) = 0,

Xa41 " € - %ome1 (7€) =0,

X,41-€, ~ Zmm+l(e,e) =0,

y por tanto
Xa+1 © & Xntl ~ & Xn+1 ~ Cm

< = —— o = —— e o«
1m+1 e, - e » 2m+1 e, - e, ’ ’ mm+1 e - e
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que determinan e, .. De nuevo, la independencia lineal de x;, X3, ... , X,,+1 implica
que e, ,; * 0. Por tanto, €l proceso de ortogonalizacion se¢ ha aumentado en un
paso y con €l mismo argumento puede continuarse hasta tener m = n. Lo anterior
queda condensado en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sean x;, x,, ... , X, un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes de # componentes cada uno. A partir de ellos se puede construir
un conjunto ortogonal e, e, ... , e, de la siguiente manera

& =x
y 337
€1 = Xiet "C 18 0 %S 1l <=i=n-l1
donde

« _ X410 & « _ X+ & « _ X410 §

L+l T g e ! i+1 = e T e W+l T T T e

g ¢ & id & & Y & ¢
(3.38)

Ejemplo 3.24

Ortogonalice €l siguiente conjunto de vectores linealmente independientes

2 3 1
Xl = 10 y x2 = 2 ’ Xy = 1
1 4] 1
SOLUCION
€ =X, € = X9 - X9 €,
donde . A
3 2
2 0
. X2"% _ 0] 1 _6
12 € - ¢ 2] 2] 5
0 0
1 1
Sustituyendo
3 6 2 35
0 1 65

€3 = X3 — *3€; — *,,e, donde
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1] [2] 1] [
1 0 1112
) ="3'°1=:l. _1-=§ i =,‘3.%_717 o5 35
Blece 2] [2] 5T P ere [wm] [w] 145
0 0 21-12
Sustituyendo _1J -1~ s -_6/5
1 2 3 -10/%9]
e; = 1| - % 0| - %55 2 = | 152
1 1 65 229

A continuacion se presenta un algoritmo para ortogonalizar un conjunto de n
vectores de n componentes cada uno por el método visto.

Para ortogonalizar un conjunto de N vectores linealmente independientes
de N componentes cada uno, proporcionar los

DATOS: El numero N y los vectores xI, x2, ..., xN.
RESULTADOS: El conjunto de vectores ortogonales el, e2, ..., eN.
PASO 1. Hacerel = x1
PASO 2. Hacerl =1
PASO 3. Mientras I < N - 1, repetir los pasos 4 a 10.
PASO 4. Hacer e(I+1) = x (I+1)
PASOS. Hacer] =1
PASO 6. Mientras J < I, repetir los pasos 7 a 9.
PASO 7. Hacer x (JI + 1) =
(x(1+1)- e@)M(e(I) e(I))
PASO8 Hacere(I + 1) =e(I + 1)
- (JI + 1)*e(J)
PASO9. Hacer] =7 + 1
PASO 10. HacerI =1 + 1
PASO 11. IMPRIMIR los vectores el, €2, ... , eN y TERMINAR.

Nota: En el paso 7, el punto indica producto escalar de dos vectores.
Enel 8 o« (J, I + 1) es un escalar que multiplica al vector e(J) y la
resta es vectorial.
En los pasos 1, 4, 7 y 8 se trata de asignaciones de todos los
componentes de un vector a otro.

Sugerencia: Es recomendable trabajar con un programa desarrollado en un lengua-
je de alto nivel (véase Probl. 3.14) basado en el algoritmo 3.2 0 €n un
pizarrén electrénico (Math-CAD por ejemplo) para evitar cdiculos y
analizar la ortogonalizacién mds finamente.
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Una aplicacién importante de los resultados obtenidos es determinar la inde-
pendencia o dependencia lineal de un conjunto dado de vectores. Para esto se partird
de un conjunto linealmente dependiente particular; obsérvese qué ocurre en el pro-
ceso de ortogonalizacion.

Sean x; = [1 2]T yx, =[-2 —4]T. Obviamente x, = -2 x;
Efectuando ¢; = x; = [1 2] y

e, = x, - X, ¢ e, = [2 4 - 2 4" -n2f LT

e € ma2-n2

=[-2 -4]"-(=2)[1 2"=(0 of

yporlo tanto e; = 0
Si x; y x; son vectores linealmente dependientes cuaiesquiera, al aplicar el pro-
ceso de ortogonalizacion se tiene

el = xl Py
I T R
&LE=% e, €
como x,; = fBx; = Pe
Pe, - ¢ & &
= _—— = - e
e, = Pe el‘elel Be, ﬂel'ell
e - €
pero ! l=1,porlotanto,e2=0y| e | =0.
e €
Generalmente, para determinar si un conjunto dado x;, x ... , X, €s linealmente
dependiente o independiente, se le aplica el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt. Sup6ngase que se han obtenido en dicho proceso e, e, ... , €; a partir
de x4, X3, ... , X;. Si al querer obtener e;,, resulta que | €4; | = 0, 0 en térmi-

nos practicos su cercanfa a cero satisface un criterio de ortogonalidad prestable-
cido | €41 |<e, el vector x;4; es linealmente dependiente de los vectores x;, X;...,
X;; COMO consecuencia, el conjunto dado es linealmente dependiente. Si, por el con-
trario, se obtienen e, e, ..., e, talesque | ¢ |>e paral < j < n, el conjunto
en cuestion es linealmente independiente.

Ejemplo 3.25

Analice si los siguientes vectores son linealmente independientes.
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SOLUCION
Se aplica el proceso de Gram-Schmidt

'
oL
I
»
Ny
|
O Lo

1
J
1

4

O O
N -

[N =]
[ RV N, )

L
EEEENEEE
cuLnwno

lo cual implica que x; es linealmente dependiente de x;. El conjunto es lineal-
mente dependiente. Sin embargo, el proceso de ortogonalizacién puede con-
tinuar para ver si x3 es linealmente dependiente de x;

1 0

1 5
1 } (5) 0 1 0 1
e=1—:“ Ld S _ | _ 1 45 2 |0
3 1 0] ol |5 1 5 |5 0
1 5 5 0 1 0 1

5 5

0 0

Obsérvese que en el cdlculo de e; se ignora a e;. Como e3 # 0, x; ¥ X3
son linealmente independientes.

Rango

El nimero de vectores linealmente independientes de un conjunto dado recibe
el nombre de rango o caracteristica del conjunto. Asi, el conjunto del ejemplo 3.25
tiene un rango de 2.

Para un conjunto de m vectores, cada uno de n componentes, €l rango puede ser
como méximo igual al menor de m o n.

Rango de una matriz

Una matriz puede verse como un conjunto de vectores; mds claramente, la matriz

-
a, 4p . 9,

an Gn .. Gy

Laml Gy 0 Oy
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se puede tratar como un conjunto de n vectores columna de m componentes
cada uno (o bien m vectores fila de n componentes cada uno); es decir, como

A =[x x2 ... X,]

donde
" - r - r -
an ap; ay,
an axn ay,
X = » X = v X 5
Laml_ LamZ_‘ _amn_
0 como
N
Y2
A=
Yom
e -
donde
i = [an a8y - a, 1, ¥, = [ay ap ... a3,], ..,

Ym = [aml Gy - amn]

En estas condiciones puede hablarse del rango de una matriz, en donde ¢l rango
de una matriz A estd dado por el nimero mdximo de vectores columna o vectores
fila, linealmente independientes*.

Asf la matriz

00 1
511
4=1ls 11
00 1

cuyas columnas son los elementos del conjunto dado en el ejemplo 3.25, tiene rango 2.

Cuando el rango de una matriz cuadrada de orden n es menor que n, se dice
que la matriz es singular. Lo cual significa también que su determinante es cero.
(Véase Prob. 3.18). Si las columnas de la matriz son "casi” linealmente dependientes,
recibe el nombre de casi singular o mal condicionada (véase sistemas de ecuaciones
mal condicionadas, Sec. 3.4).

En esta seccién se ha considerado una serie de conceptos teéricos que, ademds
de su interés por sf mismos, forman un marco que permitird explicar de manera
l6gica ciertos algoritmos importantes de las matemdticas y también conceptos de
existencia y unicidad de las soluciones de los problemas que resuelven dichos algo-
ritmos.

*Puede demostrarse que €l ndmero méximo de vectores columna linealmente independientes de una
matriz A, es igual al némero mdximo de vectores fila linealmente independientes.
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SECCION 3.4 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

Un gran nimero de problemas précticos de ingenieria se reduce al problema de
resolver un sistema de ecuaciones lineales. Por ejemplo, pueden citarse 1a solucién
de sistemas de ecuaciones no lineales, la aproximacioén polinomial, la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales, entre otros.

Un sistema de m ecuaciones lineales en n incOgnitas tiene la forma general

ap, + ax, + o+ ax =b
ayx; + ayx, + ...+ a,x, =b,
) ) ) (3.39)
a,x; +a,x, + ..+a x =b,

Con la notacién matricial se puede escribir 1a ecuacién anterior como

[ ] [, 7

ay 4 ., 4 Xy by |
ap 4np .. Gy ) b,
Laml Qpy 0 Gy Lxm bm

y concretamente como A x = b.

Donde A4 es la matriz coeficiente del sistema, x ¢l vector incégnita y b el vector
de términos independientes.

Dados A4 y b, se entiende por resolver el sistema (Ec. 3.39) encontrar los vectores
x que lo satisfagan. Antes de estudiar las técnicas que permiten encontrar x se
expondrén algunas consideraciones tedricas.

Existencia y unicidad de soluciones

Si b es el vector cero, la ecuacién 3.39 es un sistema homogéneo. Si por ¢l con-
trario, b = 0, ¢l sistema es no homogéneo. A continuacién se define 1a matriz au-
mentada B, formada con los elementos de la matriz coeficiente 4 y los del vector
b de la siguiente manera

; -
ay Gy .. 4, |b
ay Gy .. Gy |b,

B - . . . . o [A l b]
aml am2 an bm
L J
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Si el rango de la matriz coeficiente A y de la matriz aumentada B son iguales,
se dice que el sistema (Ec. 3.39) es consistente. Si no ocurre esto, el sistema es
inconsistente (por tanto, un sistema homogéneo siempre es consistente). Un sistema
inconsistente no tiene solucién, mientras que uno consistente tiene una solucion
dnica o un nimero infinito de soluciones, segin como sea el rango de 4 en com-
paracién con el nimero de incOgnitas n. Si el rango de A es igual al nimero de
incognitas, 1a solucién es unica; si el rango de A es menor que dicho nimero, hay
un nimero infinito de soluciones. (Véase Fig. 3.9).

- Sistema de ecuacions lineales

Rango A # rango B Rango A = rango B
Inconsistente Consistente
Rango A =n RangoA4 < n
Sin solucién

Solucién Gnica Nuamero infinito
de soluciones

Figura 3.9. Solucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.26
Sea el sistema
2x, +4x, =6
3x, +6x, =5
La matriz aumentada es
2 4 6
[3 6 5]
Puede verse ficilmente que : rango de A = 1, rango de B = 2; como
rango 4 # rango B, el sistema no tiene solucién.
Si el sistema es homogéneo
2x; +4x, =0
3 xl + 6 x2 = O,
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la matriz aumentada es

2 4]0
3 610

yrango4 = 1,rango B = 1, rango A < 2 = n; en este caso existe un nimero
infinito de soluciones.

Ejemplo 3.27

Sea €] sistema
2 x,+3 x5, + x3=0

0 x, +2 x, +x3=1
X +0 x3 +x;=0,

donde la matriz aumentada es

2 3 1J0
0 2 1)1
1 0 10

Obsérvese que la matriz coeficiente son los vectores del ejemplo 3.24, que
son lineaimente independientes y, por tanto, rango 4 = 3.

Al aplicar el método de Gram-Schmidt para ortogonalizar ¢l vector de tér-
minos independientes se observa que es linealmente dependiente, y por tanto
rango B = 3. El sistema es consistente y como rango.4 = niimero de incégnitas
=3, puede esperarse solucion Gnica del sistema.

Esta comprobacién se deja como ejercicio para el lector.

Métodos directos de soluciéon

El prototipo de todos estos métodos se conoce como la eliminacion de Gauss y
se presenta a continuacion.

Eliminacién de Gauss
Considérese un sistema general de tres ecuaciones lineales con tres inclgnitas
anx + apx; + a;x; = b

a21x1 + anxz + aBX3 = b2 (3.40)
ayx; + apx; + apx; =

[
o
w
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Como primer paso, se remplaza la segunda ecuacién con lo que resulte de su-
marle la primera ecuacién multiplicada por (-a3i/ayy). Similarmente se sustituye 1a
tercera ecuacién con el resultado de sumarle la primera ecuacién multiplicada por

(-azi/ayy).
Esto da lugar al nuevo sistema
Gy X+ ap Xy + 633 = b

a’y; x, + a’y3 x3 = b

en donde las a’y las b’ son los nuevos elementos que se obtienen de las operaciones
ya mencionadas, y en donde x; se ha eliminado en la segunda y tercera ecuaciones.
Ahora, multiplicando la segunda ecuacion de 3.41 por (-a’yp/a’y, ) y sumando el
resultado a la tercera ecuacién de 3.41, se obtiene el sistema triangular

ay x + ap x, + a3 x5 = b
a’zz xz + a,23 .x3 = b’z (3.42)

a’yy X3 = b3
donde a"y3 y b3, resultaron de las operaciones realizadas y x; se ha eliminado de
la tercera ecuacién.

El proceso de llevar el sistema de ecuaciones 3.40 a 1a forma de la ecuacion 3.42
se conoce como triangularizacion.

El sistema en la forma de la ecuacion 3.42 se resuelve despejando de su Gltima
ecuacion x;, sustituyendo x; en la segunda ecuacién y despejando x; de ella. Por
ultimo, con x3 y x, sustituidas en la primera ecuacién de 3.42 se obtiene x;. Esta
parte del proceso se llama sustitucion regresiva.

Antes de ilustrar la eliminacion de Gauss con un ejemplo particular, ntese que
no es necesario conservar xj, x; y x3 en la triangularizacion y que €sta puede lle-
varse a cabo usando solamente la matriz coeficiente A4 y el vector b. Para mayor
simplicidad se empleard la matriz aumentada B.

ay a4y a;i)b
B = la; ap anlb =[4]Db]
ay a4y, ayplb;

Con esto se incorporan la notacién matricial y todas sus ventajas a la solucién
de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.28

Resuelva por eliminacién de Gauss el sistema
4x -9x +2x; =35
2x, -4x, t6x; =3 (3.43)
X -x, ¥3x3 = 4
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SOLUCION

La matriz aumentada del sistema es

4 9 2|5
2 4 6|3 ,
1 -1 34 (3.44)

Triangularizacién

Al sumar la primera ecuacion multiplicada por (-2/4) a la segunda, y la
primera ecuacién multiplicada por (-1/4) a la tercera, resulta

4 9 215
0 05 5|o0s
0 125 25[275 (3.45)

Obsérvese que en este paso la primera fila se conserva sin cambio.
Sumando la segunda fila multiplicada por (-1.25/0.5) a la tercera se obtiene
la matriz*

4 -9 215
0 05 5105 (3.46)
0 0 -10|L5

que en términos de sistemas de ecuaciones quedarfa como
4x,-9x +2x =35
0.5¢, + S x; = 05 (3.47)

Un proceso de sustitucién regresiva produce el resultado buscado. La ter-
cera ecuacién de 3.47 da el valor de x3 = -0.15; de la segunda ecuacién se
obtiene entonces

0.5 XZ = 0.5 - SX3 = 1.25
y por tanto x » = 2.5

finalmente al sustituir x, y x; en la primera ecuacién de la forma 3.47 resulta

de modo que x; = 6.95
Con la sustitucién de estos valores en el sistema original se verifica la ex-
actitud de los resuitados**.

® Nétese que los vectores columna de 4 se han ortogonalizado en 1a triangularizacién.
** Véase matrices mal condicionadas (Sec. 3.4).
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Como producto secundario de este trabajo, se puede calcular facilmente el de-
terminante de la matriz 4 del sistema original. La matriz coeficiente 4 pasa de la
forma original a 1a matriz triangular superior

4 9 2
0 05 5 (3.48)
0 0 -10

mediante operaciones que, de acuerdo con las reglas de los determinantes, no alte-
ran el valor de | 4 |. El determinante de la ecuacion 3.48 es s6lo el producto de
los elementos de la diagonal principal, de modo que el resultado es
| A | = 4(05)-10) = -20

Las ecuaciones para la triangularizacién, sustitucion regresiva y cdlculo del de-
terminante de un sistema de n ecuaciones en n incégnitas 4 x = b por el método
de eliminacion de Gauss son
Triangularizacién

Paral =i < n-1
Parai+l <= k = n
by = by - (aifai; ) b (3.49)

Parai+l = j = n

a,-,,~ =0

a.—a- akj ..
kj = ""—ai,i a;j

Sustitucién regresiva

X, = bn/an,n
Parai = n-1, n-2, , 1
1 n
X = — b,' - a;; X;
o | j=% | %] (3.50)

Cdlculo del determinante

n
det A = 11 a;; = Q11 833 .- 4,, (3.51)

i=1

El algoritmo para resolver 4 x = b por eliminacién de Gauss queda entonces
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Para obtener la solucién de un sistema de ecuaciones lincales 4 x = by €l
determinante de A, proporcionar los

DATOS: N nimero de ecuaciones, 4 matriz coeficiente y b

vector de términos independientes.

RESULTADOS:  El vector solucién x y el determinante de 4 o

PASO 1.
PASO 2.
PASO 3.

PASO 15.
PASO 16.

PASO 17.
PASO 18.
PASO 19.

PASO 27.

mensaje de falla "HAY UN CERO EN LA
DIAGONAL PRINCIPAL ".
Hacer DET = 1
Hacer I = 1
Mientras I < N-1, repetir los pasos 4 a 14.
PASO 4. Hacer DET = DET * A4 (LI)
PASO 5. Si DET = 0 IMPRIMIR mensaje "HAY UN CERO
EN LA DIAGONAL PRINCIPAL" y TERMINAR.
De otro modo continuar.
PASO 6. HacerK =1 + 1
PASO 7. Mientras K < N, repetir los pasos 8 a 13.
PASO 8 HacerJ =1 + 1
PASO 9. Mientras J < N, repelir los pasos
10y 11.
PASO 10. Hacer A (K, J)=4 (K, J)
-A(K, D*4(L 1) /AL 1)
PASO 11. HacerJ =71 + 1
PASO 12. Hacer b (K) =
b(K) -A(K I) *b(l) /A(L I)
PASO 13. HacerK = K + 1
PASO 14. Hacerl =1 + 1
Hacer DET = DET * A(N, N)
Si DET = 0 IMPRIMIR mensaje "HAY UN CERO EN LA
DIAGONAL PRINCIPAL " y TERMINAR.
De otro modo continuar.
Hacerx(N) = b(N) / A(N, N)
HacerI = N -1
Mientras I = 1, repetir los pasos 20 a 26.
PASO 20. Hacerx (1) = b(I)
PASO 21. HacerJ =1+ 1
PASO 22. Mientras J < N, repetir los pasos 23 y 24.
PASO 23. Hacer
x(I) =x(1) -A(L J) *x(J)
PASO 24. HacerJ =J + 1
PASO 25. Hacerx(I) = x(I) /4(L 1)
PASO 26. Hacerl = 1-1
IMPRIMIR x y DET y TERMINAR.
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Eliminacién de Gauss con pivoteo

En la eliminacién de x; de la segunda y tercera ecuaciones de la forma 3.40 se
tomo como base la primera, por lo cual se denomina ecuacion pivote o, en términos
de la notacién matricial, fila pivote. Para eliminar x, de la tercera ecuacion de la
forma 3.41, 1a fila pivote utilizada fue la segunda. El coeficiente de la incognita que
se va a eliminar en la fila pivote se llama pivote. En la eliminacién que dio como
resultado el sistema de ecuaciones 3.42, los pivotes fueron a;; y a’. Esta eleccion
natural de los pivotes ayy, a’x, a"33 , €1C., €5 muy conveniente tanto para trabajar
con una calculadora como con una computadora; desafortunadamente falla cuando
alguno de esos elementos es cero, puesto que los multiplicadores quedarian inde-
terminados [por ejemplo si a, fuera cero, el multiplicador (—az; / a1;) no estd
definido]. Una manera de evitar esta posibilidad es seleccionar como pivote el coe-
ficiente de maximo valor absoluto en la columna relevante de la matriz reducida.
Como antes, se tomardn las columnas en orden natural de modo que se vayan eli-
minando las incOgnitas también en orden natural xy, x,, x3, etc. Esta técnica, Ha-
mada pivoteo parcial, se ilustra con la solucién del siguiente sistema.

Ejemplo 3.29
Resuelva el sistema
10x; +x,-51; =1
20x; + 3 x, + 20 x5

(3.52)
5 xl + 3 X2 + 5 x3 = 6.
SOLUCION
La matriz aumentada es
10 1 -5i1
20 3 20]|2 (3.53)
5 3 5|6

El primer pivote debe ser (-20), ya que es el elemento de mdximo valor
absoluto en la primera columna. Se elimina entonces x; de la primera y tercera
filas de la ecuacion 3.52. Para ello, se suma a la primera fila la segunda mul-
tiplicada por (-10 / (-20) ), y a la tercera fila la segunda multiplicada por
(-5 / (=20) ). Con esto se obtiene la matriz reducida

0 25 5] 2
-20 3 20] 2 (3.54)
0 375 10/65

El siguiente pivote debe seleccionarse entre la primera y tercera filas (se-
gunda columna) y en este caso es (3.75). Sumando a la primera fila la tercera
multiplicada por (-2.5 / 3.75), resulta
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0 0 -1.666 | -2.333
=20 3 20 2

0 375 10 | 65 (3:53)
que puesta en forma de sistema de ecuaciones queda
-1.666 x3 = -2.333
20x; +3x+ 20x3 = 2 (3.56)

375 + 1013 = 65

De la primera ecuacion de la forma 3.56

_-2333
3 = T1666 ~

14,

de la tercera ecuacion

Lo 85-1004)
2= 315

y finalmente de la segunda ecuacién

2 ~ 3(-2) - 20(1.4)
X = 20 =1.

Otra alternativa para solucionar el sistema de ecuacién 3.52 es utilizar el mismo
criterio de seleccion de los pivotes, pero llevando las filas pivote a las posiciones
de modo que se obtenga la forma triangular en la eliminacion. Para esto es nece-
sario, por ejemplo en la ecuacién 3.52, intercambiar la segunda fila (donde se en-
cuentra el elemento de méximo valor absoluto) con la primera, con lo que se obtiene

-20 3 2012
10 1 -5]1 >
p 3 sle (3.53)

que se reduce en la primera eliminacién a

-20 3 20| 2
0 2.5 5| 2 sar
0 375 10]65 (3.54)

Como el siguiente pivote es (3.75), se intercambian la segunda y la tercera filas
de la ecuacién 3.54’ para obtener

20 3 20]2 .
0 375 10|65 (3.54”)
0 25 52
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Ia cual se reduce al eliminar x; a

-20 3 20 2
0 375 10 6.5 (3.55)
0 0 -1.666 |-2.333

que tiene ya la forma triangular y est4 lista para la sustitucion regresiva. En adelante,
cualquier referencia a la eliminacién con pivoteo que se haga, entraia la segunda
alternativa.

La sustitucion regresiva proporciona los siguientes valores
=14, x,=-2, x; =1

El determinante de A se calcula de nuevo, multiplicando entre sf los elementos
de la diagonal principal de 1a matriz triangularizada (Ec. 3.55), pero dicho producto
es afectado por un cambio de signo por cada intercambio de filas que se verifique
en la triangularizacién. En el caso en estudio

det A = (-1)* (-20) (3.75) (-1.666) = 125

ya que hubo dos intercambios de fila para llegar a la ecuacién 3.55'.

A fin de elaborar el algoritmo de este método, se utilizardn las ecuaciones 3.49
para Ja triangularizacién después de cada bisqueda del elemento de maximo valor
absoluto y del intercambio de filas correspondiente. Una vez realizada la triangu-
larizacién, se hard la sustitucién regresiva con las ecuaciones 3.50 y el cdlculo del
determinante de la siguiente forma

n
det A = (-1) [] aq;; (3.57)
i=1
donde r es el nimero de intercambios de filas que hubo en el proceso de triangu-
larizacién.

Para obtener la solucién de un sistema de ecuaciones lineales 4 x = by el
determinante de A, proporcionar los

DATOS: N ndmero de ecuaciones, A matriz coeficiente y b
vector de términos independientes.
RESULTADOS: El vector solucién x y el determinante de A o
mensaje "MATRIZ SINGULAR, SISTEMA SIN
SOLUCION".
PASO 1. Hacer DET = 1
PASO 2. HacerR = 0
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PASO 3. Hacerl =1
PASO 4. Mientras I < N - 1 repetir los pasos 5 a 12.
PASO 5.  Encontrar PIVOTE (elemento de mayor valor
absoluto en la parte relevante de la columna I
de 4) y P la fila donde se encuentra PIVOTE.
PASO 6  Si PIVOTE = 0 IMPRIMIR "MATRIZ SINGULAR,
SISTEMA SIN SOLUCION" y TERMINAR.
En caso contrario continuar.
PASO 7. SiP = Iir al paso 10. De otro modo realizar ios
pasos 8y 9.
PASO 8. Intercambiar la fila I con la fila P.
PASO9. HacerR = R + 1
PASO 10. Hacer DET = DET *A4 (], I)
PASO 11. Realizar los pasos 6 a 13 del algoritmo 3.3
PASO 12. HacerI =1 + 1
PASO 13. Hacer DET = DET * A(N, N) * (-1)**r
PASO 14. Realizar los pasos 17 a 26 del algortimo 3.3
PASO 15. IMPRIMIR x y DET y TERMINAR.

|

Para terminar el tema, se comparardn las técnicas de eliminacion de Gauss con
pivoteo y sin éste. Por brevedad, la primera se denominard GP y la segunta G.

1.

2.

La busqueda del coeficiente de mayor valor absoluto que se usard como pivote
y ¢l intercambio de filas significa mayor programacion en GP.

Los factores (ay; / a;;) de las ecuaciones 3.49 siempre serdn menores que la
unidad en valor absoluto en GP, con esto los elementos de 4 | b se conservan
dentro de cierto intervalo, circunstancia valiosa en los cdlculos computacio-
nales.

Encontrar en GP un pivote igual a cero significarfa que se trata d¢ una matriz
coeficiente A singular (det 4 = 0) y que el sistema 4 x = b no tiene solu-
cién Gnica. Encontrar en G un pivote igual a cero, no proporciona informacion
alguna acerca del determinante de A y si detendrfa el proceso de triangulari-
zacion.

A pesar de la programacion adicional y el mayor tiempo de miquina que se
emplea en el método de Gauss con pivoteo, sus otras ventajas borran totalmente
estas desventajas en la préctica; por tanto, el pivoteo natural se usa s6lo en circuns-
tancias especiales, por ejemplo cuando se sabe por adelantado que no hay pivotes
mds grandes que los que van resuitando en la diagonal principal.

Eliminacién de Jordan

Es posible extender los métodos vistos de modo que las ecuaciones se reduzcan
a una forma en que la matriz coeficiente del sistema sea diagonal y ya no se requiera
la sustitucién regresiva. Los pivotes se eligen como en el método de Gauss con
pivoteo, y una vez intercambiadas las filas se eliminan los elementos arriba y debajo
del pivote. El sistema del ejemplo 3.28 ilustra este método.
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Ejemplo 3.30
Por eliminacion de Jordan, resuelva el sistema

4x;-9x +2x3= 5
2x1-4x+6x3 = 3
xl—x2+3x3= 4

SOLUCION

La matriz aumentada del sistema es

4 -9 215
2 —4 6|3
1 -1 3|4

Como en la primera columna el elemento de madximo valor absoluto se
encuentra en la primera fila, ningin intercambio es necesario y el primer paso
de eliminacién produce

4 -9 2135
0 0.5 5105
0 1.25 251275

El elemento de mdximo valor absoluto en la parte relevante de la segunda
columna (filas 2 y 3) es 1.25; por tanto, la fila 3 debe intercambiarse con la 2.

4 -9 215
0 1.25 2.512.75
0 0.5 5105

Sumando la segunda multiplicada por (-(-9) / 1.25), a la primera fila y la
segunda multiplicada por (-0.5/1.25) la tercera, se obtiene el nuevo arreglo

4 0 20]24.8
0 1.25 251275
0 0 4 |-06

donde se han eliminado los elementos de arriba y abajo del pivote (n6tese
que en este paso el primer pivote no se modifica porque s6lo hay ceros de-
bajo de él).

Por dltimo, sumando la tercera multiplicada por (-20/4) a la primera fila
y la tercera multiplicada por (-2.5/4) a la segunda

4 0 01278
0 1.25 0]3.125
0 0 4] -0.6
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que escrita de nuevo como sistema de ecuaciones da

4x = 278
125 x, = 3.125
4 x3 = 06
de donde el resultado final se obtiene ficilmente
x1=%§=6.95, x2=%25—5=2.5, x3=:9£=—0.15
El determinante también puede calcularse
|41 = (-1)' (4) (125) (4) = -20,

donde la potencia 1 indica que s6lo hubo un intercambio de filas.

Si s6lo se requiere calcular | 4 | y no la solucién del sistema, el método de
Jordan requiere mayor trabajo que el método de eliminacién de Gauss con pivoteo.

Sugerencia: Ultilice el software del libro para estudiar y analizar este método o bien
para resolver sistemas lineales.

Cilculo de inversas

Si se tienen varios sistemas por resolver que comparten la misma matriz coefi-
ciente; es decir

Ax1=b1, Ax2=h2, etc.
pueden resolverse todos a un tiempo si se aplica al arreglo
(4 | b | b ..]

el proceso de eliminacién como antes y después se realiza una sustitucion regresiva
particular para cada columna del lado derecho de A. Como caso particular es factible
encontrar A1 si by = e;, b, = e, ..., b, = ¢,.* Las n soluciones obtenidas
forman las n columnas de la matriz inversa A1,

Célculo de Ia inversa con el método de Gauss con pivoteo

Como ejemplo se usard 1a matriz coeficiente del sistema (3.44) para obtener su
inversa. Primero se forma el arreglo

4 -9 2{1 0 0
2 -4 6|0 1 0| , (3.58)
1 -1 3|10 0 1

*En este caso e1, €2, etc., son vectores de n elementos cuyo Gnico elemento distinto de cero es el de la
fila 1, 2, etc., y su valor es 1.
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nétese que a la derecha de A se tiene la matriz identidad correspondiente. Elimi-
nando los elementos debajo del primer pivote (4), se llega al sistema

- -

4 9 2| 1 0 0
0 05 5105 1 o, (3.59)
0 125  25/025 0 1

L .

Se intercambian la segunda y tercera filas.

4 -9 21 1 0 0]
0 125 25025 o 1}. (3.60)
0 0.5 5|05 1 0

Ahora se elimina el segundo elemento de la tercera fila y el arreglo cambia a

4 -9 211 0 0
0 1.25 2.51-0.25 0 1
0 0 4104 1 -0.4

Con la sustituciOn regresiva para el primer vector al lado derecho de la matriz
triangular resulta

4 x; = ~ 0.4, de donde x; = - 0.1;
al sustituir x3 en la fila 2 se tiene
125 x, = <025 - 2.5(-01) y x, = 0;
y remplazando x3 y x; en la fila 1, se obtiene
4x, =1+90) -2-01) =12yx, =03

Este primer vector solucion representa la primera columna de A", Del mismo
modo se calculan la segunda y tercera columnas de A7 con el segundo y tercer
vectores del lado derecho de la matriz triangular

0.3 -1.25 2.3
A1=1]0 -05 1.0
0.1 0.25 0.1

Ciélculo de la inversa con el método de Jordan

Se parte del mismo arreglo (Ec. 3.58) y también se eliminan los elementos debajo
del primer pivote para llegar a la ecuacién 3.50. Se intercambian la segunda y tercera
filas y se llega al sistema de ecuaciones 3.60. En este 6ltimo arreglo se eliminan los
elementos arriba y debajo del pivote (1.25) para llegar a

4 0 20{-08 0 72
0 125 25[-025 0 1
0 0 404 1 -04
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arreglo que todavia se reduce a

4 0 0| 12 s 9.2
0 125 0|0 0625  125| ,
0 0 4]-0.4 1 04

y que con la primera columna a la derecha de la matriz diagonal produce

o 12 =9 _ = 04 _
x1—4—0.3, x2—1.25—0, x3—4 = 0.1,
con la segunda columna
=5 -0.625
X, = 7 = -125, x, = 125 = 0.5, x3 =025

De igual manera con la tercera columna para llegar a

0.3 -1.25 23
At =10 05 1.0
-0.1 0.25 -0.1

Los métodos de eliminaci6n vistos proporcionan la solucién del sistema 4 x =
b,eldet 4y A7 siempre que A4 sea no singular.

Obsérvese por otro lado que si se tiene un conjunto de vectores Xy, Xz, ..., X,
de n componentes cada uno y se quieren ortogonalizar, se aplica alguna de las
eliminaciones vistas al conjunto dado tomado como una matriz. La técnica de Gauss
con pivoteo también puede aplicarse —por ejemplo— para determinar si dicho
conjunto es linealmente independiente 0 no (cuando un elemento pivote a;; es igual
a cero, la fila correspondiente es linealmente dependiente de las filas anteriores).

La seccién que sigue puede omitirse sin pérdida de continuidad en los siguientes
temas.

Cuenta de operaciones
Para establecer la velocidad de cdlculo y el "trabajo computacional”, s¢ requiere

conocer cudntos célculos de los diferentes tipos se realizan. Considérese para ello
1a reduccién del sistema general

agx, + apx, ¥ ot ax = b1

A,y + apx, + ...+ ayx, = b,
. - . (3.61)

ax, +ax, + .. +anx = b,
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a la forma triangular

Ity + ... + DX,

il
()
N

(3.62)
budkn =

0 en notacién matricial més compactade [4 | b] a [ T | c], matrices ambas de
n X (n + 1). Sea

M, = niimero de multiplicaciones o divisiones
S, = nidmero de sumas y restas

n

necesarias para ir del sistema 3.61 al 3.62

Evidentemente M; = 0yS; = 0, ya que cualquier matrizA4 de 1 X 1 es trian-
gular. Sin > 1, se considera la eliminacién en la primera columna. Si la primera
columna de A es distinta del vector cero, generalmente se intercambian filas con el
fin de llevar el elemento de mdximo valor absoluto de la primera columna a la
posicién (1,1). Denominese de nuevo [4 | b] el sistema resultante de este inter-
cambio. Ahora debe restarse un miltiplo de la nueva primera fila

ajy @y Gy3 ... 4y, b,
de cada fila
a; ap as ... a,b; 2 <i=<n (363)
para producir filas de la forma
0ap,as..a,b; 2<i=<n 3.64)
Explicitamente, sir; = a;/ay,
a,-,- = a,-j - alj
, =J=n (3.65)
b; = b - r; b

Se efectiia una divisién para producir r;. La formula 3.65 requiere n multiplica-
ciones y un nimero igual de restas. Como se forman (n-1) filas, la eliminacién en
la primera columna se logra con

(n + 1) (n — 1) divisiones o multiplicaciones y

n (n — 1) restas. (3.66)

La primera columna ya tiene ceros debajo de la posicion (1,1). Queda por reducir
la matriz de (n — 1) X », matriz debajo de la primera fila y a la derecha de Ia
primera columna. De la férmula 3.66, se obtienen las férmulas

M=@mr+1)@r-1)+M,

nz2 (3.67)
S, =n(n-1) + S,
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Como M; = §; = 0, se tiene para n = 2

M,=Q2+D1+@+1D)2+..+@+1)@-1
Sy = 2(1) + 3(2) + ... n(n - 1) (3.68)

Facilmente se verifica por induccién que

n-1

> t=2(n-1)n; 3 F=2(n-1)n(2m-1);

Por tanto, como

n-1

M, =Y (¢t+1+1)¢

=1

y
n-1
S, = 21 (t+ 1)t
Entonces
M"=—;—(n—1)n(2n-1)+(n—1)n
1 1 (3.69)
S, =g (-n -1+ (I

Se determinard el nGmero m, de multiplicaciones o divisiones y ¢l ntimero s, de
sumas o restas requeridas para resolver el sistema triangular [ 7 | x] = c¢. Sean
n z 2ytodaslasz; = 0.Supdngase que se han calculadox,, x,_j, ..., Xo; lldmen-
se m, ; y s, las operaciones realizadas para ello.

Sea ahora

€y = Xy — - = Lk, (3.70)
I

x1=

El cdlculo de x; requiere (n—1) multiplicaciones, una divisién y (n—-1) restas. En-
tonces, paran = 2

mo=@-1+1)+m,
s, = (n-1) +s,, G371

Comom; = 1ys; = 0,se tiene
mo=1+2+3+ .. +n=3
s, =1 +2+3+ ..+ (n-1)

n(n+1)

_ % (n1) n (3.72)

El resultado final se resume a continuacion.
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El sistema 3.61 con matriz coeficiente 4 y determinante distinto de cero, puede
resolverse por el método de eliminacién con pivoteo con

—M,,+m,,=%(n—l)n(2n—l)+(n—1)n+%n(n+1)

u" =
1 3 2 1 L
=3n +n° - 3" multiplicaciones o divisiones y
1 1 1 (3.63)
V, =S, +8, = 5 (n-1)n(2n-1) + E(n—l)n + —2-(n—1)n
13,12 3
=3"n ton-¢n sumas O restas.

Obviamente, el "trabajo computacional” para resolver la ecuacién 3.61 es funcién
del nimero de operaciones necesarias (Ec. 3.73); por tanto, puede decirse que es
proporcional a n”. Por otro lado, las necesidades de memoria de miquina serdn

proporcionales a n’.

Sistemas especiales

Con frecuencia la matriz coeficiente del sistema A x = b por resolver es simé-
trica, 0 bien gran nimero de sus componentes son cero (matrices dispersas). En
estos casos algunos de los métodos conocidos pueden adaptarse, con lo cual se
reduce el trabajo computacional y la memoria de mdquina. Primero se tratar4 el
caso de las matrices bandeadas (matrices dispersas particulares); las matrices simé-
tricas serdn abordadas como un caso particular de los métodos L-U.

Primero se dardn algunos ejemplos particulares de matrices bandeadas

2 0000 4 0000 8 76 0 0
01000 78100 9 30-2 0
06 0500 00520 3 -18 910
0 0070 001335 0 03 5 8
0 00 O0 6 00034 0 07 4 0
Diagonal Tridiagonal Pentadiagonal
Generalizando : Una matriz 4 de n X n es tridiagonal si
a; = 0 siempreque | i —-j | > 1,
pentadiagonal si
a; = 0 siempreque | i —j | > 2, etc

El ancho de banda es 1, 3, 5, etc., en las matrices diagonales, tridiagonales, pen-
tadiagonales, etc., respectivamente.
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Enseguida se adapta la eliminacién de Gauss para la solucién del sistema tridia-
gonal A x = b; es decir, A es tridiagonal.

Método de Thomas

Sea el sistema tridiagonal de tres ecuaciones en tres incOgnitas

bl X + €1 X = dl
a x; + bz Xy + ¢ x5 = dz
as xp; + by xy3 = ds

Triangularizacién

Sib; # 0,se elimina.x,; sélo en la segunda ecuacién, con 1o que se obtiene como
nueva segunda ecuacién

b, x, + ¢y x =4,

Sib’, # 0,x,se elimina sélo en la tercera ecuacion, y asf se obtiene como nueva
tercera ecuacion

b3 x3 = d’y
b’y = by — a3 e’y &'y = dy — a; &),
Generalizando: Para un sistema tridiagonal de n ecuaciones en n incOgnitas.
Triangularizacién
Parai = 1, 2, ... ,n-1

si b; # 0 se elimina x; s6lo en la (i + 1)-ésima ecuaci6n, con lo que se obtiene
como nueva (i + 1)-ésima ecuacion

binr X1 + Ciat X2 = &g
Wiy = biyy = Gy 5 &y = diyy — a5y 451D
Civ1 = €
Sustitucién regresiva

xll = d’ulb,n
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ypatai = n-1, n-2, ... , 1
d;’- ¢ 'X;1q
b,
Esta simplificacion del algoritmo de Gauss, vdlida para sistemas tridiagonales se

conoce como método de Thomas. Con su aplicacién s¢ consiguen las siguientes
ventajas:

X. =

L3

— La memoria de mdquina se reduce al no tener que almacenar los elementos
de A que son cero. Obsérvese que en lugar de almacenar la matriz 4, se
guardan sélo los vectores @ = (ay, @y ... , G5), b = (by, by, ... , b)) yC
= (c1, €2 ... ,Cx) CONa; = ¢, = 0, empleando 3n localidades en lugar de
n X n localidades, ventaja muy importante cuando n es grande (n = 50).

— No se requiere pivotear.

— SO6lo se elimina durante el i-€simo paso de la triangularizacion la variable x;
en la ecuacién i + 1, con lo que se reduce el nimero de operaciones.

— Por ultimo, en la sustitucion regresiva debe remplazarse s6lo x;4; en la i-ési-
ma ecuacién para obtener x;.

Ejemplo 3.31

Resuelva el sistema tridiagonal

3x1 - 2x, = 1.0
X + SXZ - 0.2 X3 = 58
4x; + Tx3 = 110,
por el método de Thomas.
SOLUCION
En este sistema
3 0 -2 1.0
b= (5], a= |1, ¢= |02 vy d=1{358
7 4 0 11.0

Como b; # 0 se calculan las componentes de la nueva segunda fila
by =b,-a,¢e;/by =5 -1(2)/3 = 56666
¢’y = ¢y = 02
d’, = d, - a, d\b; = 58 - 1(13) = 5.4666
Como

b’ # 0, se forma la nueva tercera fila
b3 = by — a3 c)p’, = 7 -4 (-02) / 56666 = 7.141176
d’y _dy — ay d')fb’; = 11.0 - 4(5.4666) / 5.6666 = 7.1411760
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El sistema equivalente resultante es

3 X — 2 X = 1.0
5.6666 x; — 02 x3 = 5.4666
7.141176 x3 = 7.141176

y por sustitucion regresiva se llega a
x3 = d'’y [ b’y = 7.141176/7.141176 = 1
Xy = (d'y — ¢ x3) [ b’y = (5.4666 — 0.2 )(1))/5.6666 = 1
X o= (@) - )by =10 - (2 W)B =1

Noétese que d’; = dy y b = by

A continuacion se da el algoritmo de Thomas.

Para obtener la solucion x del sistema tridiagonal 4 x = b
proporcionar los

DATOS: El namero de ecuaciones N, los vectores a, b, ¢,
y el vector de términos independientes d.
RESULTADOS: El vector solucién x o mensaje de falla
"EL SISTEMA NO TIENE SOLUCION"
PASO 1. HacerI =1
PASO 2. Mientras I < N-1, repetir los pasos 3 a 6.
PASO 3. Sib(I) = O continuar. De otro modo IMPRIMIR el
mensaje "EL SISTEMA NO TIENE SOLUCION" y
TERMINAR.
PASO 4. Hacer b(I+1) = b(I+1) — a (I+1) *c (DHJ)
PASO 5. Hacer d(I+1) = d(I+1) — a(I+1) *d (I)/b(l)
PASO 6. Hacerl =1 + 1
PASO 7. Sib(N) = O continuar. De otro modo IMPRIMIR mensaje
"EL SISTEMA NO TIENE SOLUCION" y TERMINAR.
PASO 8. Hacer x(N) = d(N)/b(N)
PASO 9. HacerI = N -1
PASO 10. Mientras I = 1, repetir los pasos 11y 12.
PASO 11. Hacerx(I) = (d(I) - c(I)*x(I+1))/6(I)
PASO 12. HacerI =1-1
PASO 13. IMPRIMIR el vector solucién x y TERMINAR.
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Métodos de factorizacion.
Factorizacion de matrices en matrices triangulares

La eliminacién de Gauss aplicada al sistema (véase ejemplo 3.28)

4x1 —-9X2 4+ 2x3 = 5
2x1 —4XZ + 6X3 = 3
Xy — Xy +3x3= 4

condujo en su fase de triangularizacién al sistema equivalente

4 -9 2 |5
0 0.5 5 (0S5,
0 0 -10] 1.5

donde se aprecia una matriz triangular superior de orden 3 que se denotard como U

4 -9 2
U= |0 0.5 5
0 0 -10

Ahora se define una matriz triangular inferior L de orden 3, con nimeros 1 a
lo largo de la diagonal principal y con /;; igual al factor que permitié eliminar el
elemento a;; del sistema 3.43 (por ejemplo, a fin de eliminar a;; = 2 se utiliz6 el
factor I, = 2/4; para eliminar a3; = 1, el factor l3; = 1/4, y para hacer cero a
as, = -1 se empleb I3, = 1.25/0.5). Asf, la matriz L queda entonces

1 0 0
L = (2% 1 ol ,
14 1.250.5 1
cuyo producto con U resulta en
1 0 0 4 -9 2
% 1 0 0 0.5 S | =4,
173 12505 1 0 0 -10

la matriz coeficiente del sistema original.

Esta descomposicién de A en los factores L y U es cierta en general cuando la
eliminacion de Gauss puede aplicarse al sistema 4 x = b sin intercambio de filas,

0 equivalentemente si y s6lo si los determinantes de las submatrices de A4 son todos
distintos de cero
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a1 Gy

#0,.., . . # 0

| a; | =0,
an’l e nn

El resultado anterior permite resolver el sistema 4 x = b, ya que sustituyendo
A por L U se tiene

LUx=b»D
SOLUCION

Se hace U x = ¢, donde ¢ es un vector desconocido [c; ¢, ¢3 ... c,,]T, que se
puede obtener facilmente resolviendo el sistema

Lc=D>b,

con sustitucién progresiva o hacia adelante, ya que L es triangular inferior (en ¢l
sistema del Ejemplo 3.28, ¢ resulta [5 0.5 1.5]T).

Una vez calculado ¢, se resuelve
Ux = ¢

con sustitucion regresiva, ya que U es triangular superior y de esa manera se obtiene
el vector solucion x (el sistema particular que se ha trabajado da x = [6.95 2.5
-0.15]7).

Métodos de Doolitle y Crout

Alin cuando las matrices L y U pueden obtenerse en la triangularizacion de ia
matriz aumentada [4 | b], es deseable encontrar un método mds directo para su
determinacion. Esto es factible analizando la factorizacién de A en las matrices
generales de orden tres L y U, dadas a continuacion

hy 0 0 Uy U M a1y 41p 643
Ly ha 0] o uy Ul = |4y Gy ay
Ly hy ha|l |0 0 Uz 831 O3 33

Andlisis

Se multiplican

a) Primera fila de L por las tres columnas de U
hauy = a5,
Lty = 4y

[iuy3 = a3
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b) Segunda fila de L por las tres columnas de U

Ly = ay
by + Ly, = 6y,

¢) Tercera fila de L por las tres columnas de U

Ly, = a3,
Lauy, + L, = as;

Lz + Loty + Luzs = as;,

se llega a un sistema de nueve ecuaciones en 12 incognitas [y 1, Iy, I, I35, 132, [33,
Uy, Uy U3, Uz, Uzs, Uz3, POT 10 que serd necesario establecer tres condiciones
arbitrarias sobre las incOgnitas para resolver dicho sistema. La forma de seleccionar
las condiciones ha dado lugar a diferentes métodos; por ejemplo, si s¢ toman de
modo que ;) = I, = 33 = 1, se obtiene ¢l método de Doolitle; si en cambio

se selecciona u;; = uj; = uzz = 1, el algoritmo resultante es llamado método
de Crout.

Se continuari el desarrollo de la factorizacién. TOGmese
hy =l =15hL;=1

Con estos valores se resuelven las ecuaciones directamente en ¢l orden en que
estdn dadas

De (a) uy; = ayy, Ujp = a1 U3 = 413 (3.74)
De (b) y sustituyendo los resultados (Ec. 3.74)
Ly = a,1/uyy = ayy/a,,
— I - 21
Upp = gy — oyl = Gy, — a, a2 (3.75)
a
_ _ 21
Upy = B3 -y 5 = a5~ ﬁ a3
De (c) y sustituyendo los resultados de las ecuaciones 3.74 y 3.75
Ly = ay1fuy, = a3,/a,
aysy — a—"”l a
azy — hyuy, 2 a2
L, = = 2 (3.76)
» u a
22 21
Gyp — — Gy,
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Usy = G353 — L U5 — LUy, =

a _a3,1 a
32 7 1,2
P S 11 ; a
3377 13 a [ 237, 13]
11 21
a4z ~ 412

Las ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76, convenientemente generalizadas constituyen un
método directo para la obtencion de L y U, con la ventaja sobre la triangularizacion
de que no se tiene que escribir repetidamente las ecuaciones o arreglos modificados
de A x = b. A continuacion se resuelve un ejemplo.

Ejemplo 3.32

Resuelva por el método de Doolitle el sistema

4X1-9X2 + 21'3 = §
2X1"'4.X'2 + 6X3 = 3
Xy —Xy + 313 = 4

SOLUCION
Conlyy = by = 33 = 1, se procede al
célculo de la primera fila de U
Uy = 45U, = 95u; =2
cédlculo de la primera columna de L
L, = 1@ato) b, = 24 = 05/ 1;; = 1/4 = 025
cdlculo de la segunda fila de U

up; = 0 (recuérdese que U es triangular superior)
Upy = —4-(2/4) (-9) = 05,uy; = 6-(2/4)(2) = 5

cdlculo de la segunda columna de L

lj; = 0 (ya que L es triangular inferior)
Ly = 1(dato), 5, = (-1 «(14)-9 NN(A-(2/4)(-9)) = 2.5
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célculo de la tercera fila de U, o m4ds bien sus elementos faitantes, ya que por
ser triangular superior

Uy; = uUz; =0
uz; = 3-(1/4)(2)-[(-1~-(1/)(NN(AA2/H(-INN(6-(2/4)(2)) = - 10
Con esto se finaliza la factorizacién*.

Las matrices L y U quedan como sigue

1 0 0 4 -9 2
L = |05 1 0]; U=10 0.5 5
025 25 1 0 0 -10

cuyo producto, como ya se comprobd, da A.
Se resuelve el sistema L ¢ = b, donde b es el vector de términos inde-

pendientes del sistema original

1 0 0 ¢ S
0.5 1 0 Gl =13
025 25 1 N 4

¢, =355;¢,=3-0505) =05
c; = 4-0.25(5) - 2.5(0.5) = 1.5,

y, finalmente, al resolver el sistema U x = c¢ se tiene la solucion del sistema
original

4 -9 2 Xy 5
0 05 S x| = |05
0 0 -10 Xy 1.5
X3 = -0.15
X = (0.5 - 5(-0.15)0.5 = 2.5
x = (5 + 9(2.5) - 2(-0.15))/4 = 695
6.95
X = 2.5
-0.15

Las ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76 se generalizan para factorizar la matriz coefi-
ciente del sistema 4 x = b, que puede resolverse por eliminacién de Gauss sin
intercambio de filas; se tiene entonces

*e Los cdlculos se han lievado en el orden fila-columna, fila-columna, etc., por convenir a la elaboracién
de los algoritmos correspondientes.
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-1
u” = a‘,] "kzl Il,k uk" ;J = l,i+], e,
-1
b= (e -3 wgla)iio= L (3.77)
Yj k=1
l,',,'=1;l.= 1,2,...,"
0
con la convencion en las sumatorias que El = 0.
k=

Puede observarse al seguir las ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76 o bien las ecuaciones
3.77, que una vez empleada a;; en el cdlculo de u;; o [;; segin sea el caso, esta
componente de 4 no vuelve a emplearse como tal, por lo que las componentes de

L y U generadas pueden guardarse en A y ahorrar memoria de esa manera. El
siguiente algoritmo de factorizacion de A ilustra esto.

Para factorizar una matriz 4 de orden N en ¢l producto de las
matrices L y U triangulares inferior y superior respectivamente,
conl; =1 i=1, 2, ..., N, proporcionar los

DATOS: El orden N y las componentes de la matriz 4.
RESULTADOS: Las matrices L y U en 4 0 mensaje de falla "LA4
FACTORIZACION NO ES POSIBLE".
PASO 1. SiA(1,1) = 0 IMPRIMIR "LA4 FACTORIZACION NO ES
POSIBLE" y TERMINAR. De otro modo continuar.
PASO 2. HacerJ =1
PASO 3. Mientras J < N, repetir los pasos 4 a 25.
PASO 4. Hacerl =]
PASO 5. Mientras I < N, repetir los pasos 6 a 13.
PASO 6. Hacer SUMAT = 0
PASO 7. SilJ = 1ir al paso 12. De otro modo
continuar.
PASO 8. HacerK =1
PASO 9. Mientras K < J - 1, repetir los pasos
10y 11
PASO 10. Hacer
SUMAT=SUMAT+A(J,K)*A(K,])
PASO 11. HacerK = K + 1
PASO 12. Hacer A(J,I) = A(J,J) - SUMAT
PASO 13. Hacerl =1 + 1
PASO 14. SiJ = N ir al paso 26. De otro modo continuar.
PASO 15. Hacerl = J + 1
PASO 16. Mientras I < N, repetir los pasos 17 a 24.
PASO 17. Hacer SUMAT = 0
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PASO 18. SiJ = 1 ir al paso 23. De otro modo
continuar.
PASO 19. HacerK = 1
PASO 20. Mientras K < J-1, repetir los pasos
21y22
PASO 21. Hacer
SUMAT=SUMAT+A(K,J)*A(I,K)
PASO 22. HacerK = K + 1
PASO 23. Hacer A(LY)=(A(IJ)-SUMAT)/A(J,J)
PASO24. HacerI =1 + 1
PASO 25. Hacer]J =J + 1
PASO 26. Si A(N,N) = 0 IMPRIMIR "LA FACTORIZACION
NO ES POSIBLE" y TERMINAR. De otro modo continuar.
PASO 27. IMPRIMIR 4 y TERMINAR.

Obsérvese que cualquier elemento a4;; = 0, impedirfa emplear este algoritmo;
por otro lado, al no pivotear no se reduce en lo posible los errores de redondeo.
Para hacer eficiente este algoritmo, debe incluirse un intercambio de filas como en
1a eliminacién de Gauss con pivoteo. A continuacién se presenta el algoritmo an-
terior, pero ahora con estas modificaciones.

Para factorizar una matriz A de orden N en el producto de las matrices
L y U triangulares inferior y superior respectivamente, con
Li = Li=1,2, ..., N, con pivoteo parcial, proporcionar los

DATOS: El orden N y las componentes de la matriz A.
RESULTADOS: Las matrices L y U en 4 o mensaje de falla "LA
FACTORIZACION NO ES POSIBLE".
PASO 1. Hacer R = 0 (R registra el nimero de intercambios
de fila que se llevan a cabo).
PASO 2. HacerJ =1
PASO 3. Mientras J < N, repetir los pasos 4 a 11.
PASO 4. SiJ = Nir al paso 10.
PASO 5. Encontrar PIVOTE y P (ver paso S de
algoritmo 2.4)
PASO 6. Si PIVOTE = 0 IMPRIMIR
"LA FACTORIZACION NO ES POSIBLE" y
TERMINAR. De otro modo continuar.,
PASO 7. SiP = Jir al paso 10. De otro modo continuar.
PASO 8. Intercambiar la fila J con la fila P de A.
PASO 9. HacerR = R + 1
PASO 10. Realizar los pasos 4 a 24 del algoritmo 3.6
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PASO 11. HacerJ =J + 1

PASO 12. Si A(N,N) = 0 IMPRIMIR "LA4 FACTORIZACION NO ES
POSIBLE" y TERMINAR. De otro modo continuar.
PASO 13. IMPRIMIR A y TERMINAR.

A continuacion se resuelve un sistema por el método de Doolitle usando la fac-
torizacién con pivoteo.

Ejemplo 3.33

Resuelva el sistema del ejemlo 3.29

10x; + x3-5x3 = 1
-20x; + 3x2 + 20x3 = 2
le +3XZ+SX3= 6

por el método de Doolitle, con pivoteo parcial.

SOLUCION

Al intercambiar la primera y segunda filas resulta la matriz aumentada si-
guiente

20 3 20(2
A= 110 1 -5i1
5 3 516

Como la nueva a,; # 0, se forma la primera fila de U y se guarda como
primera fila de A

ayp = U = -20,a1, = uyp = 3,83 = U3 = 20

Cilculo de 1a primera columna de L y su registro, excepto /; ;, como primera
columna de 4
1, = 1 (dato),
10/(-20) = -0.5
5/(-20) = -0.25

a;; = Iy,

La matriz A resultante entonces €s

—20 3 202
A= j-05 1 511
—0.25 3 5|6
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Se busca el nuevo pivote en la parte relevante de la segunda columna (se-
gunda y tercera filas) y resulta ser el elemento a3 .
Se intercambia la segunda fila con la tercera y entonces queda

-20 3 20 |2
A = |-025 3 5 |6
-0.5 1 -5 |1

Cidlculo de la segunda fila de U (mejor dicho de los elementos distintos de
cero de dicha fila y almacenamiento de éstos en las posiciones correspondien-
tes de A):

dy3 = Upy = 5—(-0.25)20) = 10.0

Ciélculo de la segunda columna de L; es decir, de los elementos debajo de
> y almacenamiento de éstos en las posiciones correspondientes de A

1-(-05)(3
a3, = 13,2 = 375 = (0.666666
Con estos valores la matriz A resultante es
20 3 2012
A= |-025 3.75 10|6
-0.5 0.6666 5|1

Como a33 # 0, se calcula u33 que constituye la parte relevante de la ter-
cera fila de U, y se almacena en aj3

33 = Uy3 = -5 ~(-0.5) (20) — (0.66666) (10) = - 1.6666

con lo cual la matriz aumentada queda como sigue:

20 3 20 2
A = |-025 3.75 10 6
-0.5 0.6666 —-1.6666 |1

Al resolver los sistemas

1 0 0 2
Lc=bpconl = |-025 1 O vy = [6
-0.5 0.6666 1 1
se tiene
€ = 2
¢ = 6 + 025(2) = 6.5

c3 = 1 + 05(2) - 0.6666(6.5) = - 233329
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y
-20 3 20
Ux =coonU = 0 375 10 y ¢ como arriba.
0 O -1.6666
se tiene
-2.33329
X3 = oees = 1.3999796

6.5 - 10(1.3999796) _
Xy = 375 = -1.9999456

2 — 3(-1.9999456) — 20(1.3999796)

1 = ~ 20

= 0.99999

A continuacion se da el algoritmo de Doolitle

Para obtener la solucion del sistema 4 x = by ¢l determinante
de A, proporcionar los

DATOS: N el nimero de ecuaciones, 4 la matriz aumentada
del sistema.

RESULTADOS: El vector solucién x y el determinante de 4 o
mensaje "LA FACTORIZACION NO ES POSIBLE".

PASO 1. Realizar los pasos 1 a 12 del algoritmo 3.7
PASO 2. Hacer ¢(1) = A(1,N+1)

PASO 3. Hacer DET = A(L,1)

PASO 4. Hacerl = 2

PASO 5. Mientras I < N, repetir los pasos 6 a 12.

PASO 6. Hacer DET = DET * A(L])
PASO 7. Hacer ¢(I) = A(LN+1)
PASO 8. HacerlJ =1
PASO 9. Mientras J < I-1, repetir los pasos 10y 11.
PASO 10. Hacer c(I) = c(I) - A(1J) * c(J)
PASO 11. HacerJ = J + 1
PASO 12. HacerI =1 + 1
PASO 13. Hacer x(N) = c¢(N)/A(N,N)
PASO 14. HacerI = N - 1
PASO 15. Mientras I < 1, repetir los pasos 16 a 22.
PASO 16. Hacer x(I) = c(I)
PASO 17. Hacer) =1+ 1
PASO 18. Mientras J = N, repetir los pasos 19y 20.
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PASO 19. Hacer x(I) = x(I) - A(LJ) * x(J)
PASO 20. HacerJ =J + 1
PASO 21. Hacer x(I) = x(I)/A(LI)
PASO 22. Hacerl = 1-1
PASO 23. Hacer DET = DET * (-1) ** R
PASO 24. IMPRIMIR x y DET y TERMINAR.

Sistemas simétricos

En el caso de que la matriz coeficiente del sistema 4 x = b sea simétrica, los

cédlculos de la factorizacion (si es posible) se simplifican, ya que la segunda de las
ecuaciones 3.77 se reduce a

I_aj,' P = i+l . i= 1.2 1
o= 2 i=j+1, ..., m J =L ...y, n- (3.78)

W ..
W

Esto disminuye considerablemente el trabajo, en particular cuando n es grande.

Ejemplo 3.34

Resuelva el sistema simétrico siguiente

2 1 3 X 0
1 0 4 x| =1
34 3| gl |3

SOLUCION
Cilculo de la primera fila de Uy su registro en A.

ay = Uy =2,
ap = Uy = 1,
a3 = U3 =3
Célculo de los elementos relevantes de la primera columna de L , usando
la ecuacion 3.78 y su registro en A

a 1 = I 1 =_7T = 0.5
2, 2 a5,

D13
a.,

Célculo de los elementos relevantes de la segunda fila de Uy su registro
en las posiciones correspondientes de 4

azz = uzz = azz - 12'1 ul‘z =0 - 0.5(1) = 0.5
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Cilculo de los elementos relevantes de la segunda columna de L mediante
la ecuaci6n 3.78 y su registro en las posicones correspondientes de A

A3y = I, = 223
32 = hip = — = =
22
Finalmente se calcula la componente u33 (nico elemento relevante de la
tercera fila de U) y se verifica su registro en aj3

asy = uzz = azz ~ Byujs — houss
= 3-153) - (-5)25) =

La factorizacién da como resultado

2 1 3
05 -05 2.5
1.5 -5 11

Con la resolucion del sistema L ¢ = b

1 0 0 ‘4 0
0.5 1 0] lof = |1
1.5 5 1 Cs 3

se obtiene: ¢ = [0 1 8]T

y al resolver el sistema Ux = ¢

2 1 3 X 0
0 0.5 2.5 x| = |1
0 0 11 X3 8
se obtiene
1.9091
x = |1.6364
0.7273

Es importante observar que no se emplea pivoteo parcial y que si alguno de los
elementos u;; resulta ser cero, este método no es aplicable; como consecuencia,
habré que recurrir al método de Doolitle con pivoteo, por ejemplo, con o cual se

pierde la ventaja de que A es simétrica.

A continuacién se da el algoritmo correspondiente.
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Para factorizar una matriz A de orden n en el producto de las matrices
L y U triangulares inferior y superior respectivamente, con

I; = 1;i=1,2, ..., n, proporcionar los
DATOS: El orden N y las componentes de 1a matriz
simétrica A.

RESULTADOS: Las matrices L y U en A o mensaje de falla
"LA FACTORIZACION NO ES POSIBLE".
PASO 1. HacerJ =1
PASO 2. Mientras J < N, repetir los pasos 3 a 15.
PASO 3. Hacerl = J
PASO 4. Mientras I < N, repetir los pasos S a 13.
PASO 5. Hacer SUMAT = 0
PASO 6. SiJ = 1ir al paso 11. De otro
modo continuar.
PASO 7. HacerK = 1
PASO 8. Mientras K=J-1, repetir los
pasos 9y 10.
PASO 9. Hacer
SUMAT=SUMAT+
AJK)*4AK,I)
PASO 10. Hacer K = K + 1
PASO 11. Hacer A(J,J) = AQJ,I) - SUMAT
PASO 12. Si I > J Hacer A(1LJ)=A(,1)/A(J,J).
De otro modo continuar.
PASO 13. HacerI =1 + 1
PASO 14. Si A(J,J) = 0 IMPRIMIR "LA4 FACTORIZACION
NO ES POSIBLE™ y TERMINAR.
De otro modo continuar.
PASO 15. HacerJ =J + 1
PASO 16. IMPRIMIR 4 y TERMINAR.

Método de Cholesky.

Una matriz simétrica 4 cuyas componentes son niimeros reales, es positiva de-
finida si y solo si los determinantes de las submatrices de A son positivos

11 412 ., K,
a5y 855 ... Gy,

a a
11 12 .o .
>0,.., >0

| a;1>0
’ ’ a1 92

an,l au,2 an,n
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En el caso de tener un sistema A x = b, con A positiva definida, la factonzamén
de A4 en la forma L U es posible y muy sencilla ya que toma la forma L LT donde
L es triangular inferior:

Ly 0 0]
Ly o
L=| _
) . 0
l,,‘l In,2 I"Jl

Los célculos se reduczen, ya que ahora basta estimar n(n+1)/2 elementos (los /;;

# 0), en lugar de los n” elementos de una factorizaciéon nominal (los

Ejemplo 3.35

i li,j tales que
i <jylos u;;tales que i = j). El nimero de cdlculos es prdcticamente la mitad

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales

4 1 2 * 1
120 X = |2
2 05 X5 4

cuya matriz coeficiente es simétrica y positivamente definida
SOLUCION

Factorizacion de A

4 11,1 0 0 Iy %) 13,1
1 = 12,1 122 0 0 122 13,2
2 L, by hs| [0 0 I
De la multiplicacién de matrices se tiene

1%1 =4ay,; L, =% va, = % 2 se toma el valor positivo de todas las rafces
ll,l = 2

Liglay = a13; Ly = apll; = 12

0.5

2135 Ly = ayfly; = 22 =1
By + By= a5

11,1 13,1 =

Ly, = Vay, - b,

Ly =V2 - 057 = 1.32287
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L,lL, +a
. = 21 °31 23
12.113,1 + 12,213,2 = G335 13,2 = — ___12_2__

= 20 _ 37796

by = 132287

2 2 2 . Y S
i+ Gyt B3 =a555 Ly =Vay, -k -1

l; = V51~ 0.14286 = 19639

Al resolver el sistema

Lc=»
2 0 0 ¢ 1
0.5 1.32287 0 Gl o= |2
1 -0.37796 1.96396 c 4
G = 05
¢y = (2 — 0.5(0.5))/1.32287 = 1.32287
3= (4-05+ 0.37796(1.32287))/1.9639%6 = 2.0367

Al resolver el sistema

LTx = ¢
2 0.5 1 Xy 0.5
0 1.32287 037796 | |x,] = ]1.32287
0 0 1.96396 Xy 2.0367
x3 = 2.0367/1.96396 = 1.037
vy = (1.32287 + 0.37796(1.037))/1.32287 = 1.29629
xp = (05 - 0.5(1.29629) - 1.037)2 = - 0.59259

El vector solucién es

-0.59259
x = | 129629
1.037

Las férmulas de este algoritmo para un sistema de n ecuaciones son

Iy = vYay,

Lip = a;3/h, i=23 ..,n
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S v
ll,l = [au - 2 li,k] j = 2, 3, e s B
k=1
1 i-1
lij = I— (ai»i - 2 Il,kl],k) ] = 2’ 3, ey
i k=1 .
i = j+1,j42, ..., n-1
Ii,j = 0 l<]

A continuacion se da el algoritmo para este método.

Para 1factorimr una matriz positiva definida en la forma
L L°, proporcionar los

DATOS:
RESULTADOS:

N, el orden de la matriz y sus elementos.
La matriz L.

PASO 1. Hacer L(1,1) = A(1,1) ** 0.5
PASO 2. Hacerl = 2
PASO 3. Mientras 1 < N, repetir los pasos 4y S.

PASO 4.
PASO 5.

Hacer L(1,1) = A(L1)/L(1,1)
Hacerl =1 + 1

PASO 6. Hacerl = 2
PASO 7. Mientras I < N, repetir los pasos 8 a 24.

PASO 8.
PASO 9.
PASO 10.

PASO 13.
PASO 14.
PASO 15.
PASO 16.

PASO 24.

Hacer S = 0
Hacer K = 1

Mientras K < I-1, repetir los pasos 11y 12.

PASO 11. Hacer S = S + L(LK)**2

PASO 12. HacerK = K + 1

Hacer L(LI) = (A(LI) - §)**0.5

Sil = N ir al paso 25.

HacerJ =1 + 1

Mientras J < N, repetir los pasos 17 a 23.

PASO 17. Hacer S = 0

PASO 18. HacerK = 1

PASO 19. Mientras K < I-1, repetir los
pasos 20 y 21.

PASO 20. Hacer S=S+L(I,K)*L(J,K)
PASO 21. HacerK = K + 1

PASO 22. Hacer L(J,[)=(AJ,I)-S)/L(LI)
PASO 23, HacerJ =J + 1
Hacer I =1 + 1

PASO 25. IMPRIMIR L y TERMINAR.
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Sistemas de ecuaciones mal condicionados

Algunos autores caracterizan los métodos de solucién directos como aquellos
con los que se obtiene la solucién exacta x del sistema 4 x = b mediante un nd-
mero finito de operaciones, siempre y cuando no existan errores de redondeo.
Como estos errores son pricticamente inevitables, se obtendrdn en general so-
luciones aproximadas y, cuya sustitucién en el sistema producird una aproxima-
cién del vector b : b’

Ay =b =D

En general, pequefios errores de redondeo producen s6lo pequefios cambios en
el vector solucién; en estos casos se dice que el sistema estd bien condicionado. Sin
embargo, en algunos casos los errores de redondeo de los primeros pasos causan
errores mds adelante (se propagan), de modo que la solucién obtenida y resulta ser
un vector muy distinto del vector solucién; peor ain, en estos sistemas la sustitucion
de y satisface practicamente dicho sistema. Este tipo de sistemas se conocen como
mal condicionados. A continuacién se presentan dos ejemplos

Sea el sistema mal condicionado*

1.00 099 X _ 199

099 098 n| T 1197 (3.79)
cuya solucién es x; = x, = 1.00, y sea la matriz aumentada siguiente

1.00  0.9900]1.9900
0.00 0.0001]0.0001| °’

el resultado de la triangularizacion. Si se redondea o corta a tres digitos la Gltima
fila, quedaria como fila de ceros y el sistema original como un sistema sin solucién
tnica.

Si, por otro lado, por un pequeiio error en los cilculos se obtiene como solucion
de la ecuacion 3.79

n=0,y=2,

1.00 099
099 098

que aunque muy distinta del vector solucién da en la sustitucién
pricticamente el vector b.

0 1.98
2 1.96
Aun una solucién tan absurda como
y; = 100,y, = -99,

*Forsythe, G.E. and Moler, C.B. Computer Solution of Linear Algebraic Systems. Englewood Cliffs, N.J.

Prentice Hall (1967).



198 METODOS NUMERICOS

da resultados sorprendentemente cercanos a b

100 099]100] _ [1.99
099 098/-99] = |1.98

Algunas veces los elementos de 4 y b son generados por cdlculos (véase algorit-
mos 5.1 y 5.5) y los valores resultantes de ambos son ligeramente erréneos.

Sea ¢l sistema mal condicionado

1.001 X1 — X2

X1 — X

1
0 (3.80)

que se desea resolver, pero por errores de redondeo o de otro tipo, se obtiene en
su lugar

y1 — 09999y, = 1.001
y1 — 1.0001y, = O, (3.807)
que difiere s6lo "ligeramente” del sistema 3.80
Las soluciones exactas son, respectivamente
« = [1000f _ |5005.5005
= 1000 ° ¥ = {5005.0000

cuya diferencia es notable a pesar de que los sistemas son casi idénticos. Para en-
tender esto se da a continuacién una interpretacién geométrica de los sistemas mal
condicionados.

Interpretacién geométrica de un sistema mal condicionado de orden 2

La solucién de un sistema de dos ecuaciones en dos incognitas

a1 % + apx = b

3.81
Gy X + Gyx; = b, (3:81)
es el punto de interseccion de las rectas

b a

=4 -22 5 (3.82)
411 414

b a

X == -2 x (3.83)

az«l aZl
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Ecuacion (3.83)

Region de cruce

Ecuacion (3.82)

Figura 3.10. Interpretacién geométrica de un sistema mal condicionado de orden 2.

en el plano x, —x;. Si el sistema 3.81 es mal condicionado, las rectas 3.82 y 3.83 son
casi paralelas, pero resulta dificil decir d6nde se cortan exactamente * (Véase Fig.
3.10). Cualquier pequeiio error de redondeo o de otro tipo puede alejar del vector
solucion, con lo que se produce una solucién errénea y. No obstante esto, si y estd
en la regién de cruce, el sistema 3.81 se satisface practicamente con y. Obsérvese
que la regién de cruce es muy amplia y que algunos de sus puntos pueden estar
muy alejados del vector solucion.

Una vez que se ha visto el comportamiento de los sistemas mal condicionados,
resulta de interés determinar si un sistema dado estd mal condicionado y qué hacer
en tales casos para resolverio. Hay varias formas de detectar si un sistema estd mal
o bien condicionado; pero quizd la més simple de ellas es la del determinante nor-
malizado que se describe a continuacion.

Medida de condicionamiento usando el determinante normalizado

En el sistema 3.81 el determinante de la matriz coeficiente

{
a1 a1

= da a - 4a a
11 1,2 1
ay, 4y 22 z

*No6tese que hay una solucién dnica, pero resulta dificil decir dénde est4.
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(a]_]'al_z)

Arca = ba sen 0

b =l a8, a4,
<) (az/' az‘z)

Fig. 3.11. Interpretacién geométrica del determinante.

puede interpretarse en valor absoluto como el drea del paralelogramo cuyos lados
son los vectores fila* [a;; a12] ¥y [a2; a22] (v€ase Fig. 3.11).

En el caso de un sistema general de orden 3, ¢l determinante de la matriz coe-
ficiente de dicho sistema es, en valor absoluto, el volumen del paralelepipedo cuyos
lados son los vectores [a; a12 a13), [21 G22 823] ¥ [a31 a3 a3 3], (v€ase Fig. 3.12).

Al multiplicar cada una de las filas del sistema 3.81 por un factor, el sistema
resultante es equivalente, pero la matriz coeficiente se ha modificado y, por ende,
su determinante. Si por ejemplo, se divide 1a primera y segunda ecuaciones de 3.81,
respectivamente entre

= V2 Z — V2 2z
k, = aj, t+ ap ky, = ay, + a3,

(az,v A aa,a)

(@, @, a,3) 4

(@, ay a:,s)

Fig. 3.12. Interpretacion geométrica del determinante.

*Puede decirse lo mismo para los vectores columna.
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se obtiene como nueva matriz coeficiente

G1 f12

kl kl
G 4|’
k2 k2

cuyo determinante en valor absoluto es menor o igual a la unidad, ya que ahora
| a|] =1y | b | = 1 (véase Fig. 3.11). El determinante asf obtenido se co-
noce como determinante normalizado y, en general, para sistemas de orden n la
matriz coeficiente resultante de dividir la i—€sima fila por los factores*

ki =Va, + a, + .. + a i=12 ..,n

in’
tiene un determinante, en valor absoluto, menor o igual que la unidad.

Si el sistema 3.81 estd mal condicionado, los vectores fila [a1; a12] y [a21 a22]
son casi paralelos y el determinante normalizado estard muy cercano a cero (muy
pequeiio). Si por otro lado, los vectores fila son casi ortogonales (perpendiculares),
¢l determinante estard muy cercano a la unidad, en valor absoluto.

Resumiendo y precisando: para medir el condicionamiento de un sistema de or-
den n, se debe obtener el determinante normalizado de la matriz coeficiente de
dicho sistema y si su valor absoluto es "prominentemente menor” que 1, el sistema
estd mal condicionado; en caso de tener un valor absoluto prominentemente cercano
a 1, el sistema estd bien condicionado. Esta lejanfa o cercanfa de 1 queda determi-
nada por la precision empleada**.

Si bien la técnica es 4til, no resulta préctica en sistemas grandes, ya que el cdlculo
del determinante toma tiempo y es casi equivalente a resolver dichos sistemas. En-
tonces, si se sospecha que un sistema estd mal condicionado, se analiza de la manera
siguiente.

a) Se resuclve el sistema original4 x = b.

b) Se modifican los componentes de A ligeramente y se resuelve el sistema re-
sultante 4’ x = b.

¢) Silas dos soluciones son sustancialmente diferentes (estas diferencias se com-
paran con los cambios hechos en g;;), el sistema estd mal condicionado.

Una vez corroborado que un sistema grande estd mal condicionado, debern
emplearse los métodos de solucion vistos con ciertas recomendaciones.

a) Aprovechar las caracterfsticas de la matriz coeficiente (matrices bandeadas,
simétricas, diagonal dominantes, positivas definidas, etc.), para que el método
seleccionado sea el més adecuado y se realicen, por ejemplo, menos célculos.

*Llamados factores de escalamiento.

**Young, D.M. y Gregory, R.T. 4 Survey Of Numerical Mathematics, Vol. 11 Addison-Wesley (1973) p.
812-820.
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b) Emplear pivoteo parcial o total (Véase Ejer. 3.9).
¢) Emplear doble precisién en los célculos.

Si atin después de seguir estas sugerencias persisten las dificultades, puede recu-
frirse a los métodos iterativos que se estudian mds adelante y que son, en general,
otra alternativa de solucién de sistemas lineales mal y bien condicionados, con la
ventaja de no ser tan sensibles a los errores de redondeo.

Matrices elementales y los métodos de eliminacion.

Nétese que cualquiera de los métodos de eliminacién vistos para resolver el sis-
tema 4 x = b involucra las siguientes operaciones sobre una matriz*:

a) Intercambio de filas.
b) Multiplicacion de la fila por un escalar, y
¢) Sustitucién de una fila por la suma de ésta y alguna otra fila de la matriz.

Estas operaciones pueden llevarse a cabo mediante multiplicaciones de la matriz
en cuestion por ciertas matrices especiales; por ejemplo, la matriz permutadora
permite intercambiar filas. Multiplicando en cambio por la izquierda una matriz B
cualquiera por la matriz identidad correspondiente I, pero sustituido uno de sus
elementos unitarios por m (la posicién (if) por ejemplo), se multiplica la i—€sima
fila de B por m.

Ejemplo 3.36

Multiplique la matriz general B de 3 x 4 por la matriz identidad corres-
pondiente I, donde se ha remplazado el 1 de la posicién (2,2) con m.

SOLUCION
1 00 b1,1 b1,2 b1,3 b1,4 b1.1 bx,z b1,3 b1,4
0 01 b3,1 bs, bss b3y bs, b;, b;4 bs,

Los resultados hablan por si solos.

Finalmente, cuando se multiplica por la izquierda una matriz general B por la
matriz identidad correspondiente I, en la que se ha sustituido uno de los ceros con
m (el cero de la posicién (ij) por ejemplo) se tiene el efecto de sustituir la fila
i—¢ésima de B por la fila resultante de sumar ésta y la fila j<¢sima de B multiplicada

por m.

*Generalmente, se trata de la matriz aumentada {4 | b}.
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Ejemplo 3.37

Sustituya la segunda fila de la matriz general B de 3 X 3 por el resultado
de sumar dicha segunda fila con la primera fila de B multiplicada por m.

SOLUCION

Se sustituye el cero de la posicién (2,1) de la matriz  de 3 X 3 con m y se
multiplica por la izquierda por B; es decir

1 0O b1,1 b1,2 b1,3 b1,1 b1,2 b1,3
m 1 0 b:,’1 b2’2 bz,3 = mbl,1 + b;,q1 mbl,2 + bz,z mbly3 + b23
0 01 b3,1 b3,2 b3,3 b3,1 bs, b3,3

Si se desea intercambiar columnas, multiplicarlas por un escalar o sustituir una
columna por la suma de ésta y alguna otra, se procede siguiendo las mismas ideas,
pero con las multiplicaciones por la derecha sobre la matriz en cuestion.

Estas matrices se conocen como elementales y se denotan como

Permutacién: P
Multiplicacién por un escalar: M

Sustitucién: S

Para aclarar la relaciéon que existe entre estas matrices y los métodos de elimi-

nacion, se resuelve nuevamente el ejemplo 3.30, pero ahora con matrices elemen-
tales.

Ejemplo 3.38

Resuelva por eliminacion de Jordan el sistema

4%, -9x + 2x3 = §
2x1-4x; + 6x3 = 3
Xt —x2 +3x3= 4

con matrices P, M y S.
SOLUCION

La matriz aumentada es

-~ e
W oW
AW
n

)

-1
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No se intercambian filas, ya que ¢l elemento de mdximo valor absoluto se
encuentra en la primera. Para hacer cero el elemento (2,1), se suma la primera
multiplicada por —1/2 a la segunda fila; la siguiente matriz cumple con ese fin.

1 0 o0
12 1 0| =S,
0 0 1

Para hacer cero el elemento (3,1) se suma la primera multiplicada por —-1/4
a la tercera fila; esto es

1 0 0
0 1 ofl=s,
Vi 0 1

El efecto de S; y S, sobre B resulta en

4 -9 2 |5
0 05 5 |05]|=3S,8 B
0 125 25|275

Como el elemento de mdximo valor absoluto es 1.25, se intercambia la
segunda y tercera filas, para lo cual se emplea la matriz

1 0 0
0 0 1 =P
0O 1 0
y queda
4 -9 2 5
0 1.25 25 {275 | = P, S, 8, B
0 0.5 5 0.5

Para hacer cero los elementos (1,2) y (3,2), se suma la segunda multiplicada
por (—(-9)/1.25) a la primera fila, y la segunda multiplicada por (-0.5/1.25) a
la tercera, proceso que se lleva a cabo con las matrices

1 M2 0 1 0 0
0 1 ol =5 y |0 1 0| = s,
0 0 1 0 05125 1

y queda como resuitado

4 0 20 |24.8
0 125 25| 275 | = 5,8, P, 5,5, B
0 0 4 | 06
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Para eliminar los elementos (1,3) y (2,3), se suma la tercera multiplicada
por (-20/4) a la primera fila y la tercera multiplicada por (-2.5/4) a la segunda,
lo cual se logra con Ss y Se, respectivamente. (Se deja al lector determinar la
forma que tienen S5 y S¢). El resultado es

4 0 0[27.8
0 125 03125 = S,855,5,P, 5,8, B
0 0 a|-0.6

Todavia se puede multiplicar la primera fila por m; = 1/4, la segunda por
my = 1/1.25 y la tercera por m3 = 1/4 lo cual se consigue con

“u 0 0
0 1 0 = M,,etc.
0 0 1

finalmente queda
1 0 0] 695
0 0 1i{-015

que puesta nuevamente como un sistema de ecuaciones da

x; = 695
x, = 25
x3 = —‘0.15,

directamente la solucién del sistema original 4 x = b.

Si el producto de las matrices elementales se denota por E

E = M;M,M,S;S5,5,8,P,;S,8,,
s¢ tiene
EB=EM|b]=[1]x],
de donde
EA =1 y EB = x
resulta que E es la inversa de A.
E =4

Por otro lado, se sabe que €l determinante del producto de dos 0 m4s matrices
es igual al producto de los determinantes de cada una de las matrices

detAB.. = detAdetB...
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de donde

detEA = det]
0 bien

detEdetd =1
y

= det A

de modo que ¢l determinante de 4 estd dado como la inversa del determinante de
E y s6lo queda obtener det E. Esto parece complicado a simple vista; sin embargo,
observando que en general (véase Probl. 3.52).

det P = -1, el determinante de una matriz permutadora es -1.

det M = m, el determinante de una matriz multiplicadora es el factor m, que
deberd ser distinto de cero.

det S = 1, el determinante de una matriz del tipo S es 1.
Se tiene

det E = det M5 det M, det M, det S¢ det S5 det Sy det S3 det Py det S, det S,

sustituyendo
1 1 1
det E = mymym (-1) = - ( 1507 °= -0.05
y 1
detAd = —— = 20

T 005

Finalmente, para obtener E y por tanto A7 se toma $; como matriz pivote y
sobre ella se efectdan las operaciones de intercambio de filas, multiplicacion por
un escalar, etc., que vayan indicando las matrices a su izquierda. Asf

1 0 O
7 o 1

ya que segin se dijo, S tiene como efecto multiplicar la primera fila de S; por —1/4
y sumarla a la tercera fila de §;.
Con P; en cambio se tiene

1 0 0
Va0 1| = P (5, )
-2 1 0

ya que P intercambia las filas segunda y tercera de (S Sy).

Continuando este proceso se llega a

03 -125 23
0 0.5 10l =E =47
01 025 01
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SECCION 3.5 METODOS ITERATIVOS

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales por eliminacién, la memoria de
méquina requerida es proporcional al cuadrado del orden de 4, y el trabajo com-
putacional es proporcional al cubo del orden de la matriz coeficiente 4 (véase Secc.
3.4). Debido a esto, la solucion de sistemas lineales grandes (n = 50), con matrices
coeficiente densas*, se vuelve costoso y dificil en una computadora con los métodos
de eliminacién, ya que se requiere amplia memoria; ademds, como el nimero de
operaciones que se debe ejecutar es muy grande, se pueden producir errores de
redondeo también muy grandes. Sin embargo, se han resuelto sistemas de orden
1000, y aun mayor, con los métodos que se estudiardn en esta seccion.

Estos sistemas de un nimero muy grande de ecuaciones se presentan en la so-
lucién numérica de ecuaciones diferenciales pasciales, en la solucion de los modelos
resultantes en la simulacién de columnas de destilacion, etc. En favor de estos sis-
temas, puede decirse que tienen matrices con pocos elementos distintos de cero y
que éstas poseeen ciertas propiedades (simétricas, bandeadas, diagonal dominantes,
etc.), que permiten garantizar el éxito en la aplicacion de los métodos de esta sec-
cion.

Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Los métodos iterativos més sencillos y conocidos son una generalizacion del mé-
todo de punto fijo, estudiado en el capftulo 2. Se puede aplicar la misma técnica a
fin de elaborar métodos para la solucién de 4 x = b, de la manera siguiente.

Se parte de A x = b para obtener la ecuacién
Ax -b = 0, (3.84)

ecuacion vectorial correspondiente a f (x) = 0. Se busca ahora una matriz B y un
vector ¢, de manera que la ecuacién vectorial

x = Bx + ¢, (3.85)

sea s6lo un arreglo de la ecuacién 3.84; es decir, de manera que la soluci6n de una
sea también la solucién de la otra. La ecuacién 3.85 corresponderfaax = g (x). A
continuacin se propone un vector inicial x(9 como primera aproximacién al vector
solucién x. Luego, se calcula con la ecuacién 3.86 la sucesién vectorial x(V), x3@, ...,
de la siguiente manera

X(k+1) = Bx(k) +¢k=012..
donde :56)

k k _k k4T
x()=[:t1 X, .. Xx, ]

*Una matriz densa tiene pocos ceros como elementos.




208 METODOS NUMERICOS

Para que la sucesién x(o), x(l), cees x("), ..., converja al vector solucion x es necesario
que eventualmente x;” ,1 <j < n (los componentes del vector x™), se aproximen
tanto ax; 1 <j < n (los componentes correspondientes a x) que todas las dife-
rencias | x”-x; | ,1<j < n sean menores que un valor pequefio previamente
fijado, y que se conserven menores para todos los vectores siguientes de la iteracion;
es decir

lim x” = x; 1<jsn (3.87)
m -» o«

La forma como se llega a la ecuacion 3.85 define el algoritmo y su convergencia.
Dado el sistema 4 x = b, la manera mds sencilla es despejar x; de la primera
ecuacion, x, de la segunda, etc. Para ello, es necesario que todos los elementos de
la diagonal principal de A4, por razones obvias, sean distintos de cero. Para ver esto
en detalle considérese el sistema general de tres ecuaciones (naturalmente puede
extenderse a cualquier nimero de ecuaciones).

Sea entonces

ay x, + apx; + a; = by
Gy x; + ayx, + apt; =

ay X; + apr, + az;

|
o
Ny

il
S
w

con ay;, ax y as; distintos de cero.
Se despeja x; de la primera ecuacién, x, de 1a segunda y x3 de la tercera con lo
que se obtiene

a a b
12 13 1
ay an an
a a b 3.88
2 23 2 .
X, = - — X - = x + = (3:88)
ay ayn ax
a a b
31 32 3
Xy = - X - =X, + —
as3 Gy ai3
que en notacién matricial queda
ap _ 4n b ]
0 T a Cay —
xl 11 x‘ a11
G 9 <} b, (3.89)
2 2 ay
b
X X -3
? B R B > o
as G33 ] -
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y ésta es la ecuacion 3.86 desarrollada, con

-

0 %12 £} 5. ]
- - 1

a5 ay —

an

B n 0 _9» b,
= - - cC = _—
by

a a —_

31 32
-—— === 0 a3
a33 a33 L. 4
L a

Una vez que se tiene la forma 3.89, se propone un vector inicial x@ que puede

ser x? = 0,0 alglin otro que sea aproximado al vector solucién x.
Para iterar existen dos variantes

1. Iteracién de Jacobi (método de desplazamientos simultdneos)
Si XJ{

X5 = |

k
X3

(3.90)

es el vector aproximacion a la solucién x después de k iteraciones, entonces se tiene
para la siguiente aproximacion

. -
1
] 51_1— (by - ap 1}; - alSl}Z;)
1
1
XD = A o = (by - 8y ¥ — aypts) (391)
/;”
1
- ",_3;([’3'“31“‘}1“‘ “32‘15)

O bien, para un sistema de n ecuaciones con n incognitas y usando notacién
mds compacta y de mayor utilidad en programacion, se tiene

[ -b, + 21 a‘.jxj"],paral <i=<n (3.92)
1=
J#

=1L
i a;

2: Iteracion de Gauss-Seidel (método de desplazamientos sucesivos)

En este método los valores que se van calculando en la (k+1)—ésima iteracion

se emplean para calcular los valores faltantes de esa misma iteracion; es decir, con
x® se calcula x**? de acuerdo con
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. -
. — b, —a,X - a
rﬂ{“ a, (by —app X, 15%5)
G I 1Y o | N I S
b = = a a
2 ay (by - an % 23*};) (3.93)
+1
% 1 £+ +1
- La33 (b3 —ay x; " - a)

O bien, para un sistema de n ecuaciones

i-1 n
L. by + ai}-xj"+1+ a;; x*|, paral =i = n (399
i=1 j=i+1

xik+ 1

a;

Sugerencia: El empleo de un pizarrén electrénico para los siguientes ejemplos o
el de una calculadora programable, atenuaria considerablemente el tra-
bajo de los cdlculos.

Ejemplo 3.39

Resuelva el siguiente sistema por los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

4xl - x2 =1

=X + 4)(2 - X3 =1
- X2 + 4.X3 - X3 =1 (3'95)

1

—- .X3 — 4X4
SOLUCION

Despejando x, de la primera ecuacién, x, de la segunda, etc., se obtiene

Xy = X5/4 + 1/4
X = x4 - x3/4 - 1/4
X = x4 —xld — 1/4 (3.96)
X4 = - x3/4 - 1/4

Vector inicial

Cuando no se tiene una aproximacion al vector solucién, se emplea gene-
ralmente como vector inicial el vector cero, €sto €s

x® =000
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a) Método de Jacobi

El cdlculo de xM en el método de Jacobi se obtiene remplazando x© en
cada una de las ecuaciones de 3.96

X = 0/4 + 14 = 1/4
X, = 0/4 + 04+ 14 =14
X3 = 0/4 + 04 + 14 = 1/4
Xy = 0/4 + 14 = 1/4

y entonces xV = (1/4 1/4 1/4 1/4)7
Para calcular x@ se sustituye x() en cada una de las ecuaciones de 3.96.
Para simplificar la notacién se han omitido los superindices.

X = 1/16 + 1/4 = 03125
x; = 1/16 + 1/16 + 1/4 = 03750
X3 = 1/16 + 1/16 + 1/4 = 0.3750
Xy = 1/16 + 1/4 = 03125

A continuacion se presentan los resultados de subsecuentes iteraciones, en
forma tabular

K T e %
0 00000 | 00000 | 00000
1 02500 | 02500 0.2500
2 0.3750 0.3750 03125
3 0.4219 04219 | 03438
4 04414 | 04414 03555
5 042 | omn | 03604
6 04524 | o044 | 03623
7 04537 04537 | 03631
8 0452 | o4sa2 | 03634
9 04544 | oase4 | 03635
04545 | o04sas | 03636

Tabla 3.1 Solucién del sistema 3.95 por el método de Jacobi.
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b) Método de Gauss-Seidel

Para el cdlculo del primer elemento del vector x(), se sustituye x en la
primera ecuacién de 3.96, para simplificar la notacién se han omitido los su-
perindices.

x =04 + 1/4 = 1/4

Para el cdlculo de x, de x(), se emplea el valor de x; ya obtenido (1/4) y
los valores de x,, x5 y x, de x(©. Asf

1
X = gy + 04+ U4 = 03125

Con los valores de x, y x, ya obtenidos y con x5 y x, de x@ se evaldax, de x(1.
x; = 03125/4 + 0/4 + 1/4 = 0.3281

Finalmente, con los valores de x,, x, y x; calculados previamente y con x,
de x¥, se obtiene la Gltima componente de x(V

x, = 0.3281/4 + 1/4 = 0.3320
Entonces x() = [0.25 0.3125 0.3281 0.3320]T

Para la segunda iteracién (cdlculo de x(?) se procede de igual manera.
x; = 03125/4 + 1/4 = 03281
x, = 03281/4 + 0.3281/4 + 1/4 = 04141
0.4141/4 + 0.3320/4 + 1/4 = 0.4365
x,= 0.4365/4 + 1/4 = 0.3591

X3

Con lo que x@ = [ 0.3281 0.4141 0.4365 0.3591]T.

En la tabla 3.2 se presentan los resultados de las iteraciones subsecuentes.

k x,k x;’i‘ x;" ,

0 0.0000 0.0000 0.0000

1 0.2500 0.3125 0.3281 ,

2 0.3281 0.4141 04365 |
3 03535 0.4475 04517 | 03629
4 0.3619 0.4534 04541 | 03635
5 0.3633 04544 | 04545
6 03636 | 04545 | 04545

Tabla 3.2 Solucién del sistema 3.95 por el método de Gauss-Seidel.
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En la aplicacién de estas dos variantes son vélidas las preguntas siguientes:

1. ¢La sucesién de vectores x(l), x(z)’ x(3), ..., converge o se aleja del vector so-
lucién x = [ty Xz . Xa] 2
2. &Cudndo se detendrd el proceso iterativo?

Las respuestas correspondientes, conocidas como criterio de convergencia, se dan
a continuacién

1. Si la sucesi6én converge a x, cabe esperar que los elementos de x® se kvayan
acercando a los elementos correspondientes de x; es decir, xl , @ X1,X2 aXp
etc., 0 que se alejen en caso contrario.

2. Cuando
a) Los valores absolutos | x;**! - x|, ] x5! - xf |, etc., sean todos
menores de un nimero pequefio & cuyo valor serd dado por €l progra-
mador.
O bien
b) Si el nimero de iteraciones ha excedido un mdximo predeterminado MA-
XIT.
Por otro lado, es natural pensar que si la sucesién x( ) x® » -eey CODVETgE a X, la

distancia (véase Sec. 3.2) de x © 3 x, de x a x, etc,, se va reducnendo(, tambnén es
cierto que la distancia entre cada dos vectores consecutivos x{ y x( ) y x

se decrementa conforme el proceso iterativo avanza; esto es, la suoesnén de m’nmeros
reales

| XV - xO |

| @ - x® |
: (3.97)

| D ® |

convergird a cero.
Si, por el contrario, esta sucesién de nimeros diverge, entonces puede pensarse
que ¢l proceso diverge. Con esto, un criterio mds es

c¢) Detener el proceso una vez que | x**V - x® | < ¢

Al elaborar un programa de computo para resolver sistemas de ecuaciones linea-
les, generalmente se utilizan los criterios (a), (b) y (€) o la combinacién de (a) y
(b), 0 la de (b) y (©).

Si se observan las columnas de las tablas 3.1 y 3.2, se advertird que todas son
sucesiones de nimeros convergentes, por lo que ambos métodos convergen a un
vector, presumiblemente la solucién del sistema 3.95.
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Si s¢ tomara el criterio (a) con ¢ = 1072 y el método de Jacobl € se satisface
en la sexta iteraci6n de la tabla 3.1; en cambio si ¢ = 107, se necesitan de 10
iteraciones.

Sise toma ¢ = 107, el método de Gauss-Seidel y el criterio (a), se requeririan
sOlo seis iteraciones, como puede verse en la tabla 3.2.

Aunque hay ejemplos en los que Jacobi converge y Gauss-Seidel diverge y vice-
versa, en general puede esperarse convergencia mds rapida por Gauss-Seidel, o una
manifestacion mds rdpida de divergencia. Esto se debe al hecho de ir usando los
valores mds recientes de x**" que permitirdn acercarse o alejarse mds rdpidamente
de la soluci6n.

Rearreglo de ecuaciones.

Para motivar el rearreglo de ecuaciones, se propone resolver el siguiente sistema
con el método de Gauss-Seidel y con ¢ = 107 aplicado a | x*HD_ x® .

X1+ 3 + a3 + 2 = 10

X + 9 + 8 + 4y = 15
1 2 3 4 (398)

X + x4 = 2

21'1 + X2 + x3 -x4 = -3

Al resolver para x; de la primera ecuacidn, para x, de la segunda, x3 de la cuarta
y x4 de la tercera se obtiene

X = 3 + 540+ 2 - 10
X = XM (893 -~ (49 + 159
X3 = =2, — Xp + xy - 3
Xy = - X3 + 2

Con el vector cero como vector inicial, se tiene la siguiente sucesién de vectores.
Nétese que el proceso diverge.

Tabla 3.3. Aplicacién del método de Gauss-Seidel al sistema 3.98.

Si el proceso iterativo diverge, como es el caso, un reatreglo de las ecuaciones
puede originar convergencia; por ejemplo, en lugar de despejar x; de la primera
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ecuacion, x, de la segunda, etc., cabe despejar las diferentes x; de diferentes ecua-
ciones, teniendo cuidado de que los coeficientes de las x; despejadas sean distintos
de cero.

Esta sugerencia presenta, para un sistema n de ecuaciones, n! distintas formas
de rearreglar dicho sistema. A fin de simplificar este procedimiento, se utilizard el
siguiente teorema

Teorema 3.2 Los procesos de Jacobi y Gauss-Seidel converg;rén si en la matriz
coeficiente cada elemento de la diagonal principal es mayor (en valor
absoluto) que 1a suma de los valores absolutos de todos los demds
elementos de la misma fila 0 columna (matriz diagonal dominante).
Es decir, se asegura 12 convergencia si, ~

n:

tail > 3 layl 1 <is<n
; j=1 |
L
| ! (3.99)
y PR :
f#

Este teorema no serd de mucha utilidad si se toma al pie de la letra, ya que
contados sistemas de ecuaciones lineales poseen matrices coeficiente diagonalmente
dominantes; sin embargo, si se arreglan las ecuaciones para tener el sistema 1o més
cercano posible a las condiciones del teorema, algin beneficio se puede obtener.
Esta es la pauta para reordenar las ecuaciones y obtener o mejorar la convergencia,
en el mejor de los casos. A continuacion se ilustra esto, rearreglando el sistema
3.98, despejando x; de la ecuacién 4, x; de la ecuacién 2, x3 de la ecuacién 1y x4
de la ecuacion 3 para llegar a

Xy = — X2 - x32 + x42 - 32
x; = X9 - 839 — 49 + 1509
x2 = x1/5 - /S - /5 + 10/5
Xg = -1+ 2

Los resultados para las primeras 18 iteraciones con el vector cero como vector
inicial se muestran en la tabla 3.4

Antes de contmuar las iteraciones, puede observarse en la tabla 3.4 que los va-
lores de x* parecen converger al vector

=[-1012]"

Con la sustitucién de estos valores en el sistema 3.98, se comprucba que x; =

Lx; = 00,x3 = 1yxq = 2 es el vector solucién y por razones obvias se detiene
el proceso.
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Finalmente, las ecuaciones 3.99 son equivalentes (en sistemas de ecuaciones) a

la expresion 2.10 del capftulo 2 que establece el criterio de convergencia del método
iterativo para resolver f (x) = 0.

Tabla 3.4. Aplicacién del método de Gauss-Seidel al sistema 3.98, rearreglando las ecuaciones para
obtener una aproximacién a un sistema diagonal dominante.

Se presenta a continuacién un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones
lineales con el método iterativo, en sus dos versiones, desplazamientos simultdneos
y desplazamientos sucesivos

Para encontrar la solucién aproximada del sistema de ecuaciones
A x = b proporcionar los

DATOS: El némero de ecuaciones N, 1a matriz coeficiente
A, el vector de términos independientes b, el
vector inicial x0, el nimero méximo de iteraciones




PASO 1.

PASO 2.
PASO 3.

PASO 18.

PASO 19.
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MAXIT, el valor de EPS y M = 0 para usar
JACOBI o M # 0 para usar GAUSS-SEIDEL.

RESULTADOS: La solucién aproximada x y el nimero de iteraciones

K en que se alcanzé la convergencia 0 mensaje
"NO SE ALCANZO LA CONVERGENCIA", la
dltima aproximacién a x y MAXIT.

Arreglar la matriz aumentada de modo que la matriz
coeficiente quede lo mds cercana posible a la diagonal
dominante (véase Probl. 3.55).
Hacer K = 1
Mientras K < MAXIT repetir los pasos 4 a 18.
PASO 4. SiM = 0ir al paso 5. De otro modo
Hacer* x = x0.
PASO 5. Hacerl =1
PASO 6. Mientras I < N, repetir los pasos 7 a 14.
PASO 7. Hacer SUMA = 0.
PASO 8 Hacerl] =1
PASO 9. Mientras J < N, repetir los
pasos 10 a 12.
PASO 10 SiJ = Iir al paso 12.
PASO 11. Hacer SUMA =
SUMA+A(LY)*x0(J)
PASO 12. Hacer]J =1J + 1
PASO 13. Si M = 0, hacer
x(I)=—(b(1)-SUMA)/A(1,I)
De otro modo hacer
x0(D)=(b(I)-SUMA)/A(L])
PASO 14. HacerI =1 + 1
PASO 15. Si | x — x0 | < EPS ir al paso 19.
De otro modo continuar.
PASO 16. SiM = 0, hacer x0 = x
PASO 17. HacerK = K + 1
IMPRIMIR mensaje "NO SE ALCANZO LA
CONVERGENCIA', el vector x, MAXIT y el mensaje
"ITERACIONES" y TERMINAR.
IMPRIMIR el mensaje "VECTOR SOLUCION", x, K y
el mensaje "ITERACIONES" y TERMINAR.

*Operaciones vectoriales.

Sugerencia:

Una vez mds se recomienda programar el algoritmo 3.11 en un

lenguaje de alto nivel (véase programa 3.3 en el disco), o bien en una calculadora
0 en un pizarrén electrénico, donde las operaciones vectoriales se ejecutan con s6io

indicarlas.
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Aceleracién de convergencia

Si aiin después de arreglado el sistema por resolver 4 x = b, conforme la pauta
del teorema 3.2, no se obtiene convergencia por los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel o es muy lenta (como sucedié con el sistema 3.98 de la seccién anterior),
puede recurrirse a los métodos de relajacion que, como se hard notar posterior-
mente, son los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel afectados por un factor de peso
w que, elegido adecuadamente, puede producir convergencia o acelerarla si ya existe.
Se describen a continuacién estos métodos para un sistema de n ecuaciones en n
incOgnitas.

Lldmese N la matriz coeficiente del sistema por resolver, una vez que haya sido
llevada a la forma mds cercana posible a diagonal dominante, y después de dividir
la primera fila entre a;, la segunda entre ay», ..., y la n-ésima entre a,,. N es una
matriz con unos en la diagonal principal. A continuacién descompéngase N en la
siguiente forma

N=L+1T+ U,

donde L es una matriz cuyos elementos por debajo de su diagonal principal son
idénticos a los correspondientes de N y ceros en cualquier otro sitio, I es la matriz
identidad y U una matriz cuyos elementos arriba de la diagonal principal son idén-
ticos a los correspondientes de N y cero en cualquier otro sitio. Sustituyendo esta
descomposicion de N, el sistema que se quiere resolver quedaria:

L +I+U)x=5>b (3.100)
Si ahora se suma x a cada miembro de la ecuacion 3.100 se obtiene
(L +1T+U)x+x=D>b+ x
"Despejando” x del lado izquierdo, se llega al esquema siguiente
x=x+|[b-Lx-x-Ux, (3.101)

que puede utilizarse para iterar a partir de¢ un vector inicial x(©. Notese que la
ecuacion 3.101, puede reducirse a la ecuacion 3.89, ya que s6lo es un rearreglo de
ésta.

Al aplicar l1a ecuacién 3.101, pueden presentarse de nuevo las dos variantes que
dieron lugar a los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, con 10 que el esquema de
desplazamiento simultdneos quedaria

D = x84 o - Lx® - X - Uua®) (3.102)

y el de desplazamientos sucesivos asi:
N N R N O A N Sy S e (3.103)
Llegar al esquema 3.102 y 3.103 no es simplemente para tener una version distinta
de las ecuaciones 3.89, sino para someterlo a un andlisis que permita proponer

. . . . k
"nuevos métodos” o mejoras en los que ya se tienen. Por ejemplo, factorizando x )
dentro del pa.¢aiesis rectangular de la ecuacion 3.102, se tiene

b-(L +1+ 10 X =p - Nx* = O (3.104)




MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 219

vector que se denota como r®) y se llama vector residuo de la k-ésima iteracion y
puede tomarse como una medida de la cercanfa de x®) al vector solucién x; si las
componentes de r® o | r® | son pequeiias, x®) suele ser una buena aproximacién
a x; pero si los elementos de r® o | r® | son grandes, puede pensarse que x* no
e€s muy cercana a x. Aunque hay circunstancias donde esto no se cumple, por ejem-
plo, cuando el sistema por resolver estd mal condicionado (véase Sec. 3.4), es prdc-
tico tomar estos criterios como vdlidos.
Al sustituir en ella la ecuacién 3.104, la 3.102 queda

S N R (3.105)

que puede verse como un esquema iterativo en que el vector de la (k+1)-ésima
iteracion se obtiene a partir del vector de la k-€sima iteracion y el residuo corres-
pondiente.

Si la aplicacién de la ecuacion 3.105 a un sistema particular da convergencia
lenta, entonces x**? y x® est4n muy cercanas entre si, y para que la convergencia
se acelere puede intentarse afectar t® con un pesow > 1 (sobrerrelajar ¢l (;‘)roceso);
si, en cambio, el proceso diverge | r® | es grande y convendria afectar r ) con un
factor w < 1 (subrelajar el proceso), para provocar la convergencia. El esquema
3.105 quedaria en general asf

LD @

(3.106)
o]
+1 . k
X =xf~‘+w[b,~—j§1 a; x| 1 =i =n, (3.107)
J#i
para desplazamientos simultdneos.
Para desplazamientos sucesivos, en cambio, quedarfa
XD = x® 4w b - Lx®D - x® _yx®) (3.108)
o
k+1 k '55 Lk < &
X, =xi+wib - L xi " —x; — Uu;; X; l<i=<sn
bi = 2 ki R (3.109)

Estos métodos se abrevian frecuentemente como SOR (del inglés Succesive Over-
Relaxation).

En general, el cdlculo de w es complicado y s6lo para sistemas especiales (matriz
coeficiente positivamente definida y tridiagonal) se tiene una férmula*.

*Burden, R.L. y Faires, J.D. Andlisis Numérico. Grupo Es. - sal Ibercamérica (1985) pp 475.
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Ejemplo 3.40

Resuelva el sistema 3.98

-x1 +3x +5x35 +2x = 10
x1 + 9% + 8x3 + 4xy,= 15

X2 + x= 2

251+ x4+ x3 - x4 = -3

conkdesplazamientos sucesivos, w = 1.3 ycon ¢ = 1072 aplicado a
| x&*D x® |. (Puede seguir los célculos con un pizarrén electrénico).

SOLUCION

La matriz N y el vector de términos independientes correspondiente son

1 v v -

_|w 1 8 % _ T
N=I4s % 1 | b=[% 1% 105 7

0 1 0 1

0 0 0 0 0o v v -

L = ) 0 0 0 U= 0 0 89 %
-5 ¥ 0 0f’ 0 0 0 r

0 1 0 0 0 0 0 0

Primera iteracién

Obtencion de x(V a partir del vector inicial @ = [0 0 0 0]T y empleando
la ecuacién 3.108.

Célculo de x, esto es,i = 1yk+1 =1

0 4
1_ 0 10 0
x =x] + 13[b, - ]Z,l hy X —x - j§2 uy; % ]

Obsérvese que en la primera sumatoria el valor inicial (j=1) es mayor que
el valor final (0); la convencién en estos €asos €s que tal sumatoria no se
realiza. Por tanto

=0+ 13[32 -0 - 1200) - 1200) + 12(0)] = - 195
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Cilculo de x}, esto es, i = 2yk+1 = Al
xé = xg + 13 [b, - é:l b xj1 —xg —123 Uy; x;) ]
=0 + 13[150 - 1/9(-1.95) — 0 - 8/9(0) — 4/9(0)] = 2.4483
Calculo de x}, esto es i = 3yk+1 = 1

2 4

1_ 0 0

x;=xg+ 1.31b; - 21 Ljx —x3 —24—u3jxj]
i= =
= 0+ 1.3[10/5-(-1/5)(-1.95)-(3/5)(2.4483)-0-2/5(0)] = 0.1833
Célculo de xj, esto es, i = 4y k+1 = 1
3 4
1 0

xi = xg + 13[b, - El ly; x; —x2 - ES uy; %]

= =

=0 + 13[2 - 0(-1.95) - 1(2.4483) — 0(0.1833) — 0] = — 0.5828

Calculo de |xP - xO | = g

T 02 T~ 02 T 02 02
d =‘/(x1—x1) + (X -x) + (g -x3) + (x-x)

= V(-195)% + (2.4483)% + (0.1833)> + (-0.5828)> = 3.1891

Los valores mostrados en la tabla 3.5 se encuentran continuando las iteraciones.

k BT ¢ x—f o A;f kil : x: : f'{jx‘(k?'?g-f @
0 | 00000 | 00000 | 00000 | 00000 |

1 | -19500 | 24483 | 0.183 | -0.5828 3.1891
2 | -34544 | 20561 | 03462 | 0.1020 1.7066
3 | 24089 14388 | 0.6945 0.6989 13971
4 | 21597 | 08406 | 08110 | 1297 0.8898
5 | -1.5322 | 04489 | 09384 1.6271 0.8190
6 | -13312 | 02055 | 09674 1.8447 0.3848
7 | -11140 | 00821 | 09968 1.9397 0.2689
8 | -1.0563 0.0220 1.0005 1.9895 0.0972
9 | -1.0046 | -0.0004 | 1.0045 2.0037 0.0583
11
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Al comparar estos resultados con los obtenidos en la tabla 3.4 (método de Gauss-
Seidel aplicado al sistema que aqui se resuelve), se observa que la convergencia es
acelerada y los célculos se reducen a la mitad.

Comparacién de los métodos directos e iterativos

Una parte importante del andlisis numérico es conocer las caracteristicas (ven-
tajas y desventajas) de los métodos numéricos bdsicos que resuelven una familia de
problemas (en este caso A x = b), para asi elegir el algoritmo m4s adecuado para
cada probiema.

A continuaci6n se presentan las circunstancias donde pudiera verse como venta-
josa la eleccion de un método iterativo y también a qué se renuncia con esta deci-
sion.

Tabla 3.6 Ventajas y desventajas de los métodos iterativos comparados con los métodos directos.

EJERCICIOS

3.1 En una columna de cinco platos, se requiere absorber benceno contenido en
una corriente de gas V, con un aceite L que circula a contracorriente del gas. Con-
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sidérese que el benceno transferido no altera sustancialmente el nimero de moles
de Vy L fluyendo a contracorriente, que a relacion de equilibrio estd dada por la
ley de Henry (y = m x) y que la columna opera a régimen permanente. Calcule la
composicién del benceno en cada plato.

Datos: V = 100 moles/min; L= 500 moles/min
yo = 0.09 fraccién molar de benceno en V.
xp = 0.0 fraccién molar de benceno en L (el aceite entra por el
domo sin benceno).

m = 0.12
SOLUCION
Los balances de materia para ¢l benceno en cada plato son (véase Fig. 3.13).

Plato Balance de benceno

5 L@ex) + Vya-ys) =0
4 L@s-x) + V{3 -y) =0
3 L@-x)+V-y)=0
2 Lz -x) + Vih-y) =0
1 L@x2-x)+V-y=0

Al sustituir la informacién que se tiene, las consideraciones hechas y rearreglando
las ecuaciones, se llega a

512x5 - 12 x4 = 0
500 xs ~ 512x4 + 12 x5 = 0
500xs - 512x3 + 12 x, = 0

500x; - 512x;, + 121 = 0

- 500x; + 512 x; = 9

Con el programa 3.2 del apéndice, se obtienen los siguientes resultados

xn = 0018, x; = 432 x 1074, x3 = 1.037 x 10°
2.4869 x 1077, xs = 58286 x 107°

X4
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Figura 3.13. Columna de absorcién de cinco platos.
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3.2 Sup6ngase que se tiene una estructura cuadrada. Con el fin de analizarla se
forma una malla imaginaria sobre dicha estructura, como se muestra en la figura
siguiente

Figura 3.14. Estructura cuadrada.

y se numeran los nodos, por ejemplo, como se muestra a continuacion

4 8 12 16
3 7 11 15
2 6 10 14
1 5 9 13

Cada nodo se identifica con g;;, por ejemplo el 4 con ayy, €l 6 con a3, etc., y
asi queda formada una matriz A representativa de la estructura.

Ciertas consideraciones ingenieriles determinan que g;; # 0 siempre que los no-
dos i y j sean vecinos 0 adyacentes*. Para aclararlo, obsérvese que al nodo S le
corresponde a4, y como los nodos 4 y 2 no son vecinos, d42 = 0; al 11 en cambio
le corresponde a,3 y como 2 y 3 son vecinos, a3 # 0. Por altimo a3 # 0, ya que
el nodo 3 puede considerarse vecino consigo mismo.

Estas consideraciones generan matrices o sistemas dispersos o frecuentemente
bandeados. Estos sistemas suelen ser muy grandes, ya que las mallas se construyen
con un gran nimero de nodos.

En la aplicacion del método de las rigideces**, para calcular los desplazamientos
en los nodos de una estructura dada al aplicarse una carga en uno de los nodos, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

-

[ 301687 0.00000 33750 -3.0000 000000 00000 | |%8| [1600]

0.00000 3.01687 33750 0.0000 -0.01687 33750 | |4B| |0.00

105 | 337500 337500 900.00 00000 -337500 450.00 | (63| _ |0.00

-3.00000 0.00000 0.0000 3.0400 0.00000 6.0000 | |d .|~ [0.00

0.00000 -0.01687 -3.3750 0.0000 4.01687 -3.3750 %C 0.00
C

0.00000 3.37500 450.00 6.0000 -3.37500 2100.0 0.00J

donde la matriz coeficiente es conocida como la matriz de nodos, dg = [dxp dyp
6] y dc = [dc dyc 6c]" son los vectores de desplazamiento de los nodos By C,
respectivamente. Resuelva dicho sistema.

*El nodo 7 por ejemplo, tiene como vecinos a los nodos 3, 6, 11y 8.
**Carlos Magdaleno. Andlisis Marricial de Estructuras Reticulares. Edicién mimeografica. ESIA, IPN.
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SOLUCION

La solucién obtenida con el programa 3.2 del apéndice, se da a continuacién

dg = 0.47185; dp = 0.00259; 6 = — 0.00125
de = 046776 dp = -0.00194; 6c = - 000108

3.3 Determine las concentraciones molares de una mezcla de cinco componentes
en solucién a partir de los siguientes datos espectrofotométricos.

- Longitud Absorbancia molar del componente Absorbancia
de onda i total
i , 1 2 3 4 5 observada
1 98 | 9 2 1| 05 0.1100
2 11 118 9 4 | 088 0.2235
3 27 | 21| 8 2 0.2800
4 1 3 17 | 142 | 25 0.3000
5 2 | 4 7 17 {118 0.1400

Astmase que la longitud de la trayectoria 6ptica es unitaria y que el solvente no
absorbe a estas longitudes de onda.

SOLUCION

Si se considera que se cumple la ley de Beer, entonces a una longitud de onda
dada, i

5
Arori = 21 &G
]g
donde

A1or; es 1a absorbancia total observada a la longitud de onda i.

€;; €s la absorbancia molar del componente j a la longitud de onda i.
C; es la concentracién molar del componente j en la mezcla.

Al sustituir los valores de la tabla se obtiene

9%8C, + 9C + 2C,+ ¢+ 05C5= 01100
11C, + 118C, + 9C + 4C, + 088C = 0.2235

27C, + 21C, +85C, + 8C, + 2C; = 02800
C,+ 3C +17C, + 142C, + 25C; = 03000
2C, + 4G, + 7C + 17C; + 118C; = 0.1400
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Un sistema de ecuaciones lineales con matriz coeficiente dominante. Esto sugiere
resolver el sistema con el método de Gauss-Seidel.

El programa 3.3 del apéndice utiliza el método de Gauss-Seidel para resolver un
sistema de ecuaciones lineales. Este programa se utilizé con el vector cero como
vector inicial, por la relativa cercanfa de cero con cada uno de los valores del lado
derecho del sistema. Los resultados obtenidos son

G
Cs

0.000910 C,
0.001664 Cs

0.001569 C; = 0.002333
0.000740

3.4 Determine la intensidad de corriente en cada rama del circuito que se da en
la figura 3.15

SOLUCION

Se asigna un sentido y una letra a cada magnitud desconocida; los sentidos su-
puestos son enteramente arbitrarios. Obsérvese que la intensidad de corriente en
R3, R; y E; es la misma y, por consiguiente, s6lo se requiere una letra. Lo mismo
ocurre para la intensidad de corriente en Ry, E; y Rg. Los nodos (puntos de la red
en los cuales se unen tres 0 mds conductores) se designan con las letras a, b, c, d.

Figura 3.15. Circuito eléctrico con resitencias y fuentes de poder.
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Aplicacion de la regla de los nodos de Kirchhoff a tres nodos cualesquiera

Nodo Yi= 0
a ip +iy—i3 = 0
b iy -ig-ig= 0
c ig +is—ip = 0

Si bien es cierto que hay un nodo mds, el d, la aplicacion de la regla darfa una
ecuacion linealmente dependiente de las otras tres, esto es

Nodod i + iy — is = O,

ecuacion que se obtiene sumando las tres primeras; por ello resulta redundante y
en general se aplica dicha regla a n-1 nodos solamente.

En la figura 3.16 se representa el circuito cortado en mallas. Considérese en cada
malla como positivo €l sentido de las agujas del reloj. La regla de las mallas de
Kirchhoff (£ Ey = X iy R, ) proporciona las siguientes ecuaciones

Malla 2 Ek = 2 ik Rk
——— —t—
Rl El’rl Ez)rz R2
ANM— a a } ANVMA
i | P it
R, R
VA *——/WW
| d —=—

———-’V&l‘———“——-

i~
s E.r,

Figura 3.16. Circuito de la figura 3.15 cortado en mallas.
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Se tienen ecuaciones independientes, donde conocidas las Ry, las E; y las 1y, se
pueden calcular las seis intensidades de corriente resolviendo el sistema. Para los
siguientes datos, calcule las intensidades de corriente.

k E; (volts) (R) | R(R)
1 12 01 25

2 10 05 40

3 16
4 12 05 © 20

5 2 02 9
6 4

Con el programa 3.2 del disco se obtienen los siguientes valores para las inten-
sidades de corriente

3.5 Con los datos del diagrama siguiente (donde los porcentajes estdn dados en
peso), encuentre posibles valores de las corrientes M;, My, M; y M,.

M 83% etanol
17% agua

Tanque de

— My

Mezclado

M; 61% metanol —
39% agua

55% etanol

24% metanol
M3
21% agua

58% etanol
21% metanol
21% agua
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SOLUCION

Mediante balances de materia por componente y global, se tiene

Componente Balance de materia

Etanol 083 M; + +055M; - 058 M, =0
Metanol + 061 M; + 024 M3 - 021 M, = 0
Agua 017M; + 039M, + 021 M3 - 021 My = 0
Global M, + M; + M; -My =0

Obsérvese que solo se tienen tres ecuaciones linealmente independientes, pues
la ecuacién del balance global de materia es la suma de las otras tres. Por ser el
sistema homogéneo es consistente, y como el rango de 1a matriz coeficiente es menor
que el nimero de incOgnitas, €l sistema tiene un nimero infinito de soluciones.
Fijando una base de célculo, por ejemplo My = 100 Kg, se obtiene el sistema

58

0.83 M, + 0.55M;

+ 061 M; + 024 M; 21

017M; + 039 M, + 021 M3 = 21
cuya solucién se deja al lector, utilizando alguno de los programas vistos,
3.6 Un granjero desea preparar un férmula alimenticia para engordar ganado.

Dispone de mafz, desperdicios, alfalfa y cebada, cada uno con ciertas unidades de
ingredientes nutritivos, de acuerdo con la tabla siguiente

Unidades de ingredientes nutritivos por
kg de cada alimento disponible

m} ‘Mafz [Desperdicio | Alfalfa |Cebada | Requerimiento
Ingredien S ' diario
;mm_vo B >~ | | Unidades /kg
- Carbohidrato 80 | 15 35 60 230
 Protefna 28 72 57 25 180
Vitaminas | 20 20 12 0 80
Celulosa | 50 | 10 20 | 60 160
Costo$ | 18 s | 1 | 20
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a) Determine los kilogramos necesarios de cada material para satisfacer el
requerimiento diario (presentado en la Gltima columna).
b) Determine el costo de la mezcla.

NOTA: La férmula alimenticia debe contener los cuatro alimentos.

SOLUCION
Si se llama x; a los kg de mafz necesarios, x; los de desperdicio, ... se tiene
80 x; + 15x; + 35x3 + 60xy = 230

28x; + T2xy + 57Tx3 + 25x4 = 180
80

20x; + 20xp + 12x3 + 20 x4

50x; + 10x; + 20x3 + 60xy = 160

Con ¢l programa 3.2 del disco se obtiene
x; = 1.8524,x, = 1.0318,x, = 0.6178,x, = 0.745
De donde el costo de la mezcla es
Costo = 18*1.8524 + 5*1.03 + 7*0.61 + 20*0.745 = 57.563

3.7 En un sistema monof4sico en equilibrio qufmico existen los siguientes com-
puestos: CO, Hy, CH30H, H,0 y C;Hg. Calcule el nimero de reacciones quimicas
independientes.

SOLUCION

Se establece la matriz at6mica enlistando los compuestos como cabezas de

columna y los 4tomos como inicio de filas, de tal modo que la interseccion
muestre el nimero de dtomos del compuesto correspondiente.

Compuesto co 1 H, CH,OH Ho s
Atomo ; i o | :
i o | 2 ¢ | 2 6
o 1 | =0 oyl g
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Si N es el nimero de compuestos en equilibrio quimico, R el nimero de
reacciones independientes, se tiene la siguiente relacion discutida por Jouguet,
Brinkey y otros*

R=N-C
donde C es el rango de la matriz atémica.
Para encontrar €l rango se utilizard el método de ortogonalizacion de Gram-

Schmidt, aplicado a las columnas de la matriz atémica. Para esto, lldmense x;, x5,
..., X5 las columnas CO, H,, ..., C;Hg.

1
e = 0 .
1
.OW o
2 0
0 1
- e
e2="2“°“’1,d0ndeo<-_-.xz L EILY )
el T € Fl rl
0 0
Por lo tanto Ll_ _ 1-
0
02 = X2 = 2
0

1] [1]
4 0
_ X3 € _ LIJ Ll.. =1
€; = Xy — %, € - %, e, donde x; = e = N L =
0 0
y . _ 1] 1
1 0]
4 2
X3 ez LIJ u.O-
“2 = P P = — = - =2
2 2 0 0
2 2
% 10

*Jouguet, J. Ec. Polyt. Paris, 2, 62 (1921) Prigogine and Defay. J. Chem. Phys 15, 614 (1947)
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Por lo tanto

1 1 0 0
e, =4 - @ 0] - @ |2 = |o
1 1 0

Esto indica que x; es linealmente dependiente de x; y x, Continuando el proceso
de ortogonalizacién, pero sin tomar en cuenta a e;, se tiene

o] 1]
2 0
Xyt & 1 {1 1
e‘=x4—a1e,—a2e2dondea1=el.el—_1_ _1_—2
0 0
1 1
" L™
(0] [0]
2 2
X, € [_1_ [_0_ _
Y% = e T T —— =1
2" & 0 0
2 2
of 19
Por lo tanto
0 1 |1 0 -12
e‘=2—50—(1)2= 0
1 1 0 7

Como el nimero de filas de la matriz atémica es 3, el maximo namero de vectores
linealmente independientes es 3 y como ya se ha encontrado que x;, Xp y x4 son
linelamente independientes, x5 es necesariamente dependiente de X, X2, ¥ X4y €5
debe ser el vector cero (demostracion que se deja al lector como €jercicio); entonces,
el rango de la matriz atOmica es 3.

Al aplicar la férmula R=N-C=5-3=2

se tiene que el nimero de reacciones independientes para llegar al sistema en equi-
librio quimico mencionado es 2.

3.8 Si 4 es una matriz de nimeros reales de orden n y I la matriz identidad de
orden n, el polinomio definido por

pR) = det(4 - A1) (1)

se llama el polinomio caracteristico de A.
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Es facil ver* que p es un polinomio de n-ésimo grado en A con coeficientes reales
¥ que, por lo tanto, la ecuacién

p@) =0 )

tiene n raices, de las cuales algunas suelen ser complejas. Los ceros de esta ecuacin,
conocidos como valores caracteristicos 0 propios de A, estdn fntimamente ligados
con la solucién del sistema 4 x = b. Por ejemplo, el método de Gauss-Seidel,
independientemente del vector inicial que se emplee, converge a la solucién de
A x = b siy sélo si los valores propios de B (véase Ec. 3.89) son todos menores
de uno en valor absoluto.

Dada la siguiente matriz, encontre sus valores propios

4 -9 2
A=12 4 6
1 -1 3
SOLUCION
Seformad - A1
4 -9 2 1 0 O 4-4 -9 2
A-AI=1]2 -4 6]/]-210 1 0| =12 -4-12 6
1 -1 3 0 0 1 1 -1 3-1

Sc obtiene el determinante de este Gltimo arreglo
det(4-4I)=@-D)HA-HB-A)-4-54-
AH-HDH-HNC-HO -
®EHE - A
Al desarrollar e igualar con cero se obtiene
-2 +32%-64-2 =0,

el polinomio caracterfstico de A, cuyos ceros Aj, 4,, A3 son los valores buscados.

El hecho de ser un polinomio cibico con coeficientes reales garantiza una
rafz real por lo menos. Con el método de Newton-Raphson y un valor inicial
de -2 se llega a

A, = - 153968

*Véase Probl. 3.59
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El polinomio, se degrada por division sintética

-1 3 -6 =20
-1.53968 1.53968 —6.98965 20
-1 4.53968 -12.98965 0

El polinomio degradado es
— 2% + 453968 1 — 12.98965 = 0,

de donde, por aplicacién de la férmula cuadrética se tiene

A, = 2.26984 + 2.795975 i
Ay = 2.26984 — 2.795975 i

3.9 Una vez obtenidos los valores propios de una matriz 4 de orden n (véase Ej.
3.8), los vectores x # 0 que resuelven el sistema

Ax = Ax, i=12..,n

, (D
A-LI)x=0

se denominan vectores propios de 4 correspondientes a 4; Como det (4 — ;1)
= 0y el sistema es homogéneo, se tiene un ndmero infinito de soluciones para
cada ).,'.

Encuentre los vectores propios de la matriz del problema anterior, correspon-
dientes al valor propio 4; = - 1.53968.

SOLUCION

Al resolver el sistema por alguno de los métodos de eliminacién

4~ (- 1.53968) -9 2 ul To
“-A4I)x=|2 —4-(~1.53968) 6 x| =10
1 -1 3-(-1.53968)| [x,| |0

resulta una matriz triangular superior, por lo menos con una fila de ceros*.
Para asegurar que esa(s) fila(s) de ceros sea(n) la(s) Gltima(s) y que la sub-
matriz no singular resultante esté lo mejor condicionada posible, se usa pivoteo
total (intercambio de filas y columnas) y escalamiento.

*Pizer, M.S. Numerical Computing and Mathematical Analysis. SR.A. (1975)
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Sea entonces la matriz por triangularizar

553968 -9 2
2 -246032 6 = B
1 -1 4.53968

Noétese que el vector de términos independientes no se emplea porque todos sus
componentes son Cero.

En lugar de emplear 1a norma euclideana para el escalamiento, se usard ahora
la siguiente norma, definida para un vector cualquieray = [y, y2 ... y,,]T, como

y=Iynl+lyl++]y|

ya que es mds sencilla de calcular que la euclideana y que para la primera, segunda
y tercera filas de A4 es, respectivamente,

16.53968
10.46032
6.53968

Cada fila de la matriz B se divide entre su factor de escalamiento y se obtiene

033493 0.54415 0.12092
B’ = |0.19120 -0.23520 0.57360
0.15291 -0.15291 0.69417

En el pivoteo total es necesario registrar los cambios de columnas que se veri-
fican, ya que éstos afectan el orden de las incdgnitas. Para ello se utilizard un vector
g, en donde aparecen como elementos las columnas. Al principio estdn en orden
natural y se tiene

-
Il
Y D

Se busca el elemento de mdximo valor absoluto de B’. En este caso es b ;,3 =
0.69417. Se intercambian las filas 1y 3 y las columnas 1y 3 para llevar este elemento
a la posicién pivote (1,1), teniendo cuidado de registrar los intercambios de colum-
nas en ¢. Los resultados son

0.69417 -0.15291 0.15291 3
B’ = |057360 -0.23520 0.19120 q= 2
0.12092 -0.54415 0.33493 1

Se eliminan los elementos de la primera columna que estdn debajo del elemento
pivote, con lo cual se produce

0.69417 -0.15291 0.15291
B’ = (00 -0.10885  0.06485
0.0 -0.51751 0.30830



MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINALES 237

Se busca ahora el elemento de maximo valor absoluto en las dos dltimas filas;
resulta ser b >’ ’3, = -0.51751. Se intercambian las filas 2 y 3 y con esto se lleva
este elemento a la posicioén pivote (2,2). Los resultados son

0.69417  -0.15291 0.15291

BY = |00 -0.51751  0.30830
0.0 -0.10885  0.064385
3
y q = |2}, ya que no hubo intercambio de columnas.
1

Se eliminan los elementos de la segunda columna que estdn debajo del elemento
pivote y se produce

0.69417  -0.15291 0.1529100000
BY = 1000000 -0.51751 0.3083000000
0.00000 0.00000 -0.000000218

una matriz triangularizada con una fila de ceros, la tltima como se planed. La
submatriz no singular de la que se habl6 al principio estd formada por los elementos
(LD, (1,2), 2,1) y (2.2).

Al escribir el sistema en términos de xj, x5 y x3, y considerar los cambios de
columnas que hubo, se tiene

0.69417 x; - 0.15291 x, + 015291 x;, = 0
0.0 x; — 051751 x, + 0.30830x; = 0
Un sistema homogéneo de dos ecuaciones en tres incognitas, cuyas infinitas so-

luciones pueden obtenerse en términos de alguna de las incOgnitas. El sistema se
resuelve en términos de x;

0.69417 x; - 0.15291 x,
00 x; - 051751 x,

- 0.15291 x,
- 0.30830 x,

de donde
x, = 0.59573 x,

x3 = - 0.08%5 xl

Se da un valor particular a x;, por ejemplo x; = 1,y resulta

xl 1
x| = | 059753] ,
x|  |-0089%0s

uno de los infinitos vectores propios de 4 correspondientes a A;.
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Comprobacién

Ya que por definicibn 4 x = 4 x

4 9 2 1 1
2 4 6 0.59573} = - 1.53968 0.59573
1 -1 3 -0.08905 -0.08905

Problemas

3.1 Elabore un algoritmo general para sumar y restar matrices.

3.2 Con el algoritmo del problema anterior, elabore uno de propdésito general para sumar
y restar matrices.

3.3 Demuestre, partiendo de la definicién del producto de una matriz por un escalar, las
ecuaciones 3.7, 3.8 y 3.10.

3.4 Demuestre la ecuacion 3.12, utilizando la definicién de multiplicacién de matrices.

3.5 Con el programa 3.1 del disco multiplique las siguientes matrices

1 0 0 O 3 4 5
01 0 0 7 8 9
0010 1 12 13}
0 0 0 1 15 16 17
2 3 45 4 3 0 1
06 7 8 5 02 -1 8
005 3 3 4 5 71|
000 4 0 9 3 =2
1 0 0 O 1 2 3 4
00 1 0 5 6 71 8
0 1 0 0 9 10 11 12}’
0 0 0 1 13 14 15 16
3 0
8 1
[01234] |2, [2] [38-251]
5 3
1 4
3 4 5 1 0 0 0O
7 8 9 0100
11 12 13 0 9 1 0
15 16 17 0 0 0 1
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3.6 La siguiente tabla representa las existencias en bodega de una agencia de refacciones
para automdviles

Refaccioi™> | " L N ‘
Rz | 16 | 4 | u | 54 | 100 | 8
R3 | 34 77 21 | 65 2

R4 i k 2 83 ; : 6 | 37
RS 8 K GV

En la siguiente tabla se dan los precios unitarios correspondientes a las refacciones de

arriba.

Marca | Ml M2 | M3 | M4 M5 | M6

Refaccion ~' | : ‘ ) ‘ v

R1 65000 | 73450 | 82500 | 71245 | 62350 76450
R2 3400 | 3560 2560 | 5790 | 4700 5000
R3 12500 13450 | 16400 | 15600 | 11650 | 9500
R4 {895 940 780 | 950 | 645 | 1000
RS | s30 | 7620 6700 | 3250 | 5890 7000

Determine la inversion en bodega de la agencia.
3.7 Responda las siguientes preguntas.

a) ¢Una matriz no cuadrada puede ser simétrica?

b) ¢Una matriz diagonal es triangular superior, triangular inferior o ambas?

¢) ¢Una matriz diagonal tiene inversa con uno de sus elementos de la diagonal
principal igual a cero?

3.8 Multiplique una matriz permutadora (seleccione una cualquiera) por sf misma y observe
el resultado. Generalice dicho resultado.

3.9 Demuestre las ecuaciones 3.15, 3.16 y 3.17.

3.10 Obtenga la ecuacién 3.21 a partir de la ley de los cosenos.

3.11 Elabore un algoritmo tal que, dados dos vectores de igual nimero de componentes, se
determine ¢ imprima la norma euclideana de estos vectores, su producto punto, €l dngulo
que guardan entre ellos y la distancia que hay entre ambos.

3.12 Codifique el algoritmo del problema 3.11 y verifique este programa con las siguientes
parejas de vectores

a)y 1 0 by Tfo 1 ) [s 1.5 d)
ol I 0 3 -2 -0.6 0 0
ol |[o 0 5 8 24 1l |-t
o| [o ol [-2 0.1 0.03
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3.13 El teorema 3.1 puede y debé emplearse también para ortogonalizar un conjunto de m
vectores linealmente independientes de » componentes cada uno, con m < n. Por otro
lado, demuestre con el teorema mencionado, que cualquier conjunto de n vectores li-
nealmente independientes con n componentes cada uno da como resultado un conjunto
linealmente dependiente al adiciondrsele un vector x, 41 de n componentes.

NOTA: Use como motivacién algunos casos particulares sencillos: por ejemplo, a un
conjunto particular de dos vectores linealmente independientes con dos componentes
cada uno, afiada un tercer vector y aplique la ortogonalizacién al conjunto resultante.

3.14 Elabore una subrutina de propdsito general para ortogonalizar un conjunto de m vectores
linealmente independientes de n componentes cada uno (m < n) con el método de
Gram-Schmidt.

NOTA: Puede usar el algoritmo 3.2 como base.

3.15 Con la subrutina del problema 3.14 ortogonalice los siguientes conjuntos de vectores.

a) M1 1 3 7 5
2 2 038 -3 7
5 4 3
XX =47 |-%= 3 1 X3 = 5 X = 3?2”‘5=1’
8 8 3 9 7
{0.3 0.3 2 40 8

1
[ %]

b) (4 -9 2
31 }, Xy = [-4}, X3 = H
1 -1 3

) 10
X3 -20 y X2

Il
———
[SSRVS IO
[t

"

[

[l
1

[ ]
“naw
[

d)

[}

—— N

1
1

X3 = ol *
2

3.16 Modifique el programa del problema 3.14 de modo que
@) Dado un conjunto cualquiera de m vectores de n componentes cada uno (m<n), se
vayan ortogonalizando los linealmente independientes y se descarte los que resulten li-
nealmente dependientes.
b) Imprima el nimero de vectores linealmente independientes del conjunto denotando
este niimero como rango del conjunto.

Corra el programa para determinar ¢l rango de las siguientes matrices 0 conjuntos de
vectores columna

4 -9 2 10 1 -5 w0 1 -5 1] 14 4 % 0
2 -4 6|, |20 3 20, |20 320 2/ ,|3 5 79
1 -1 3 5 3 5 5 35 6 |0 0 4
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Calcule el niimero de reacciones independientes en una reaccion de pirdlisis, en la cual
se encuentran en equilibrio los siguientes compuestos Op, Hp, CO, CO, HpCO;,
CH30H, C,H;OH, (CHj3), CO, CH4, CH3CHO y H,0.

Dada una matriz 4 de orden n, los términos

a) Matriz singular (det 4 = 0)
b)yRangoA4 <n
¢) Los vectores columna o fila de A4 son linealmente dependientes

estdn estrechamente relacionados.

Demuestre que (a) implica tanto (b) como (¢).

¢La concidencia del niimero de incdgnitas con €l niimero de ecuaciones en un sistema
de ecuaciones lineales implica que éste tiene solucién tnica? Justifique su respuesta.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones, encuentre dos valores de w que permitan tener
solucién dnica y diga qué valores de w permiten un nimero infinito de soluciones

w 1 5] [® 0
4 2 —w X3l = {5
0 3 -7 X3 3

Si la matriz coeficiente del sistema 4 x = Oestal que detA = 0; ¢dicho sistema tiene
por ese hecho un nimero infinito de soluciones?

El método de eliminacién de Gauss usualmente hace la transformacion conocida como
triangularizacion.

91 %2 Y3 34 a7 42 43 44
91 Gp 23 24 0 a4, %3 924
a3, a3y  G33 a34 0 0 gy 834

En estas condiciones, una sustitucién hacia atrds permite obtener la solucién. Las ecua-
ciones 3.49 y 3.50 constituyen el algoritmo para el caso general.

Encuentre las ecuaciones correspondientes para resolver el sistema 4 x = b, pero ahora
llevando a cabo la transformacién

a1 G412 43 ay4 211 0 o 14
@1 832 33 824 a; a2 0 a4
91 932 33 a34 ay, a2 433 a3,

y posteriormente una sustitucién hacia adelante.

Modifique el algoritmo 3.4, de modo que una vez encontrado el elemento pivote € in-
tercambiadas las filas (si procede), se divida la fila pivote entre €l elemento pivote. En
el caso de un sistema de orden 3, el resultado en la triangularizacién serfa

Y, por tanto, en la sustitucién regresiva no se tendrfa que dividir entre los coeficientes
de las incgnitas.
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Por otro lado, para el cdlculo del determinante deben guardarse los pivotes para su

empleo en la expresion
n

det A = (-1Y n a;
i=1

Sugerencia: Corra el programa 3.1 del apéndice.

Elabore un algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones A x = b usando la eli-
minacién de Jordan.

Caicule el nimero de multiplicaciones, divisiones o ambas y la cantidad de sumas, restas
0 ambas que s¢ requieren para resolver un sistema tridiagonal por el método de Thomas.
Determine también las necesidades de memoria para este algoritmo.

Utilice el subprograma que se da en el ¢jercicio 8.2 del capftulo 8 para resolver los
siguicntes sistemas

a)05x; + 025x; = 0.32
03x; + O08x; + 04x3 = 0.77
+ 02x + x3 + 06x4 = -06
x3 - 3xy =2
b) 1 - x =1
2y - x + 3x; =8
X2 + X3 = 4
c) 4x3 + X3 = -1
8x; - X2 + X3 = 13
3x; - 2x + 4x = -3
X3 - x3 + x5 = 2.1
2xy + 6x5 = 34

Una matriz tridiagonal por bloques (o partida) es una matriz de la forma

By
A
o Ay B; C3 o
o
O
O O An Bll

donde By, By, ..., B, son matrices de orden ny, ny, ..., n, respectivamente. Ay, As, ..., A,
son matrices de orden (ny X ny), (13 X n3), ..., (", X n,.;) respectivamente y Cy, Ca,
..y Cp-1 SON matrices de orden (n; X #3), (n2 X n3), ..., (n,.; X n,), respectivamente.

Por ejemplo, las matrices

a) By &1 O 6 -1 0
A = |4y By G| donde B; = |-1 6 -1| i=123
O Az Bs 0 -1 6

2 0 0]
Yy Ais1=C; = 8 ‘(2) _g i=12
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by n s 3 5 8 9 -2 6 0 0 0 0]
2 1 0 1 4 0 7 0 0 0 0 0
4 3 6 7 3 2 3 0o ©0 0 0 0
7 3 6 4 5 8 9 4 S5 5 4 3
2 2 s 7 6 3 2 2 7 8 9 1
3 7 3 4 1 0 1 0 -3 S5 7 2
1 1 2 4 3 2 5 4 S 7 9 5
0 0 o s 7 9 5 0 5 71 4 2
6 o o 4 8 2 2 4 7 9 1 8
0 0 0 3 2 1 1 4 8 4 3 2
0 0 o s 1 5 4 2 7 4 5 -1
0 0 0 2 9 7 3 3 2 71 2 2

son tridiagonales por bloques.

Observe que una matriz tridiagonal por bloques no es tridiagonal en el sentido de la
definicién original.

Elabore un algoritmo similar al algoritmo 3.5 para resolver sistema tridiagonales por
bloques 4 x = b.

Sugerencia: Para el sistema

B & O Xy by

donde se ha segmentado a x y b de modo tal que
x; y by son vectores de n; componentes (€l orden de By),
X2 y b; son vectores de np componentes (el orden de Bp),
x3 y b3 son vectores de n3 componentes (el orden de B3),
forme la matriz aumentada
B, C 0O b
A2 Bz C2 bz ’
0 A4; B by
y elimine la matriz A, por medio de los elementos de la diagonal principal de By; pos-
teriormente elimine la matriz 43 con los elementos diagonales de B,. Para iniciar la
sustitucion regresiva, resuelva el sistema
B3 x3 = bs,
con el resultado resuelva el sistema
Byx; = by - Gyx3
Finalmente, sustituyendo x;, resuelva
lel = bl - CIX2

Los sistemas pueden resolverse con alguno de los métodos vistos.
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3.28 Resuelva el sistema tridiagonal por bloques

3.29

=

6 -1 o -2 0
-1 6 -1 0 -2
0 1 6 0 0
-2 0 0 6 -1
o -2 0 -1 6
0 0 -2 0 -1
0 0 o -2 0
) 0 0 0o -2
{ 0 0 0 0 0

oo ooNOOD

0!
0 0] |x 3]
0 0 x 2
0 0 3 3
0 0 X4 1
-2 0 x5 = [0
0 -2 X6 1
-1 0 X 3
6 -1 7 2
-1 6 | Xg L3

%o

Utilice 1a sugerencia del problema 3.27, el algoritmo de ese ejercicio 0 ambos.

En la simulacién de una columna de destilacion de NP platos que separa una mezcla
de NC componentes, el balance de materia por componente en cada plato, el balance
de entalpfa en cada plato y la retacién de equilibrio liquido-vapor de cada componente
en cada plato, resultan en un sistema de NP(2NC+1) (dos veces ¢l nimero de compo-
nentes m4s uno muitiplicado por el nimero de platos) ecuaciones algebraicas no lineales.
En la aplicacién del método de Newton-Raphson para un sistema no lineal es necesario
resolver un sistema tridiagonal por bloques de orden NP(2NC+1) en cada iteracion.
Para una columna de cinco platos y tres componentes, el sistema tridiagonal por bloques

por resolver en cada iteracion es

B, Cl c
A2 BZ 2 c
A, B4
As
donde
0 0 0 12204.1 9216.1
0 0 0 0 -1
0o 0 0 0 0
A =10 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 O 0 0
L(l 0 0 0 0
M 0 0 105500 11873
0 0 0 0 -1
o0 0 O 0 0
A3 =10 0 0 0 0
60 0 0 0 0
0 0 O 0 0
;.0 0 0 0 0
[0 0 O 9863.2 1529.5
o 0 0 0 -1
0O 0 O 0 0
Ay =10 0 0 0 0
0O 0 0 0 0
0 0 0 0 g
{o 0 0 0 )

1262.6

OOOO»‘-O

1636.7
0
-1

(=R ]

2109.1
0
~1

oo

X by
X) b,
X3 = b3
X4 b,
x5 bs
1768.8
0
0
-1
0
0
0
22916 1
0
0
-1
0
0
0 J
2951.1 ]
0
0
-1
0
0
0




COOCOOO
COOOOOO

0.0011

57715

1

0

= 0
~0.137
0.1314

0.0061

6099.7

-0.2217
0.1917
0.0246

[ 65573

1

0

0
-0.4351
0.3456
0.8923

[ 75415
1

0

0
-0.6827
0.4311
| 02516

5522 3
0 0641

COOOOOQ

8341.5

QOO

65189
0

1

0
0.9346
-0.9357
0.0011

8540.2

0.5649
-0.6544
0.8923

9801.1

03173
—-0.5689
0.2516

57715

OCOO0OO0O
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2227.6
-1

0
0
0
0
0

7105.4

0

0

1
0.9346
0.0643
-0.9989

7659.2

0.8625
0.1314
-0.9989

8357.4

0.7783
0.1971
-0.9754

9778.8

0.5649
0.3456
-0.9108

11480.6
0
0
1
03173
0.4311
~0.7484

-69419
-1

0
0
0
0
0

3073.1
0
~1

oo0oQ

18015.3

2.93858
0.30762
0.00643

(=X =N

5.6209
2.1270
0.3359

18947.5

1.7373
15331
0.5003

12961.3
0

0

0
0.7585
1.4233
1.0573

-7659.2
0
-1

COOO

4294.5

OOQLQO

916.1

0.119
-0.033
-0.006

11873

0.8898
0.5605
-0.0115

1529.5

1.6619
-0.4184
-0.0522

22276

2.2062
-0.5106
-0.1322

30654
1
0
0
29.335

-5.3074
-3.0980

-17681.1

o

-1

ooQ

1262.6
0
1
0

-0.4894

0.1481

-0.0006

1636.7
0
1

-1.6296
0.5605
-0.0115

2109.1
0

1

0
~1.6521
0.7336
-0.0522

3073.1
0

1

0
-0.8346
0.6927
-0.1322

42314

-3.9259
9.3998
-3.0980

COoOOoOOCO
COOOOOO

1768.8
1
0
1
-0.489%4
-0.0337
0.0524

2291.6
1
0

~1.6296
-0.2482
02374

2951.1
1

0

1
-1.6296
-0.2482
03355

4294.5 ]
1
0
1
-0.8346
-0.5106
0.3058

5904.4 ]

-3.9059
~5.3074
2.8411
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[-6099.6 -74719 -83574 -179742 0 0 0]

0 -1 0 0 0 0 O

0 0 -1 0 0 0 0

C, = 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0O 0 O

[-6757.4 85402 -~97787 -106060 0 0 O]

0 -1 0 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0

Cy = 0 0 0 -1 0 0 O

0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 ¢ O

-75475 -9801.1 -114806 -118860 0 0 0

0 -1 0 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0

C, = 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 6 0 O

0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0
-3390307.1 -117198.1 ~117288.9 —421289.9 348305.0

-6.7419 -70.6904 -16.5304 -3.9928 59.4815
13.4936 -16.8926 -18.9351 -52.9235 35.448
b1 = 12278 | ,bz=| 0.1614 | ,b3y=| -2.1684 | ,bsa=| 22335 | ,bs=| 3.1614

~0.009835 0.0142 0.02723 -0.0021 -0.01917
0.000629 0.00463 0.00536 -0.00192 -0.01459
0.000566 -0.00256 -0.0020 0.12736 ~0.00998

3.30 Adapte la eliminacion de Gauss a la solucién del sistema pentadiagonal A x = b (4 es
una matriz pentadiagonal) y obtenga las ecuaciones correspondientes a esta adaptacion.

Figura 3.17




MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 247

3.31 Demuestre que la numeracion de los nodos de ia figura 3.14 con las consideraciones de
que a;; # 0 siempre que los nodos sean vecinos, genera una matriz tridiagonal.

3.32 Considere la estructura hexagonal de la figura 3.17a (véase Ej. 3.2). Numere los nodos
en la forma mostrada en la figura 3.17b, por ejemplo, y con consideraciones fisicas que
determinan que a;; # 0, cuando i y j son nodos vecinos, determine la matriz A4 repre-
sentativa de dicha estructura.

3.33 Se tiene un sistema de tres reactores continuos tipo tanque perfectamente agitado tra-
bajando en serie, en donde se lleva a cabo la reaccién A Productos y se opera
isotérmicamente (véase Fig. 3.18). Los volimenes s¢ mantienen constantes y son de 100,
50 y 50 litros, respectivamente.

Un balance de materia en cada reactor, de acuerdo con la ecuacién de continuidad,
conduce al siguiente sistema de ecuaciones 7

Entrada - Salida - lo que = Acumula-
reacciona dcéén
FCpo + FRCps «(F+FR)Cy, ~k Vi Cai =
F+Fg)C F+Fg)C k, V, C& dCy,
( R) Al = R A2 Ky Vo Lan =G
dcC
(F+Fg)Cp2 «(F+FR)Cp3 ~k, V3 C, Rt

Calcule Ia concentracion de A a régimen permanente en cada reactor si la reaccion es
de primer orden con repecto a A4 y la constante de velocidad de reaccién kg es 0.1 min’L.
Las composiciones estdn dadas en mol/l.

F = 10 Vmin Vl —
CAOZI.O }’
Fi= 5 l/min
LS=10Umin
=

Figura 3.18. Sistema de tres reactores continuos tipo tanque agitado en donde se lleva
a cabo la reaccién A——  Productos.
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3.34 Repita el problema 3.33, considerando que el reflujo es como se muestra en la figura

F = 10 /min ‘L

3.35

3.36

3.19.

F, = 5 l/min
S = 10 Vmin
S T

Figura 3.19. Sistema de tres reactores continuos tipo tanque agitado en donde se
lleva a cabo la reaccién A - Productos.

Calcule 1a composicién del benceno en cada plato de la columna de absorcién del
ejercicio 3.1, si se modifica yp a 0.2 de fraccién molar. Use las consideraciones del
mismo ejercicio.

Las reacciones qufmicas pueden escribirse como

donde: x; es el coeficiente estequiométrico del compuesto i y ¢; el compuesto &
Por ejemplo, CHy + 20, - CO; + 2 H;0
puede escribirse como

CO,+2H,0-CH; ~20, =0

Dado que los 4tomos se conservan €n una reaccion quimica, la ecuacién de conservacion
del elemento k es

n

E xmy =0 k=12 ..,m

i=1
donde m; es ¢l nimero de dtomos del elemento k en ¢l compuesto i.
Esta tltima expresién representa un conjunto de ecuaciones lineales, donde x; son las
incégnitas. Lo anterior se conoce como €l método algebraico de balanceo de ecuaciones
quimicas.

Utilice este método para balancear la ecuacion quimica

Fe(CrO,), + O, + Na, CO; -+  Fe,; O3 + Na, CrO; + CO,
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3.37 Factorice las siguientes matrices en la forma L U, con el algoritmo 3.6

Dy o1 4 %) r34as 16100 -91
2 5 0 19999 1701 9.6
3 8 9 1.6 5.2 1.7
c) d) 1002 4 x 10% 5x10* 8 x 10°°
58 32 1125 h 3 s
43 34  9.625 o 2(-)3 35x 10 40 ())(1 10
2 9.625 X
25 5 62 o 0 3 0
e) 4 0 0 0 N e 6 1 12
7 10 0 0 75 2 5
8 9 50 45 7 8
10 3 3 1 3 9 12 24

3.38 Factorice las matrices del problema 3.37, con el algoritmo 3.7.
3.39 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones con el algoritmo 3.8

a) 4+ - x3=8
2 + 50 =5
3 + 8+ W =0

by 3.444x; + 16100x; — 9.1x3 =0
19999x; + 1701x; + 96x3 =1
1.6 x; + 52 Xy + 1.7X3 =0

c) 58x1 + 32x2 + 11.24x3 = 2024
43x; + 34xy + 9.625x3 = 17.325
25x) + 52x, + 9.625x3 = 17325

d) 4x1 + 53+ 2x3~ x4
le + 8xy + Txz + 6x4
311 + Txp - 4x3 — 2x4
X1 + 6x3 - 2x3 + S5x4

[T |
—_—o N W

e) 2156x + 4.102 x; - 23217x3 + 6x4 = 18
~4.102x; + 6 X3 + + 12x4 = 65931
-x1 - 5.7012xy + 1.2222x3 = 34
6.532x; + 7 X -4 x4 =0

3.40 Factorice las matrices simétricas siguientes, mediante el algoritmo 3.9

a) [-s 5 3 b) 333 481 222
5 61 4.81 10.0 7.45
3 =2.22 7.45 15.0
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7200 000 000 900 0.00 0.00
¢y 000 288 000 000 000 -4.50
000 000 18.00 9.00 000 0.00
900 000 900 1200 000  0.00
000 000 000 000 3300 0.0
0.00 -450 000 000 0.00 33.00

Con el algoritmo 3.9, elabore un algoritmo para resolver sistemas lineales simétricos y
resuelva con €l los siguientes sistemas

a) Sx+5xn +3x3 =1
5x1 +6x2 + x3 =2
3xp + x+ Tx3 =3
b) 333x + 481xp - 222x3 =5
481x; + 1000x; + 745x3 = 0
22x1 + 745x + 1500x;3 = 2
) Mx +  9x4 =2
2.88x 45x5 = 05
18 x3 + 9x; =1
9 x3 + 12x4 =0
33 x5 = 12
—4.5 X2 + 3Bxy = 5

Use el algoritmo 3.10 para factorizar en la forma L LT las siguientes matrices positivas

definidas.

a
) 4 2 0
2 4 -

0 -1 4

Wo -
-
Q0 =t L =

¢) f10 0 0 -1
0 56 0
0 0 2 0
-1 0 0 8
0 20 3

MwoNno

Mediante el algoritmo 3.10 elabore un algoritmo para resolver sistemas lineales con ma-
triz coeficiente positiva definida y resuelva con €l los siguientes sistemas.

a) 4x1 - 212 =0
2x + 4x - X3 = 0.5

- xp+ 4x3 =1
b S5x1+ x + 2x3-~ X
x; + Tx7 + 3xy
-xy + 3xp2+ x3+ 8x4
10x - X4
) ! 512 + 2x4

213

- X + 8X4
2x; + 3xy

PR S o

[

315
SXS

comoo
Y-N-FO ]
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3.48

349
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Si 1a factorizacién de A en las matrices L y U es posible, puede imponerse que i;; = 1
coni = 1, 2,.., n Con estas condiciones obtenga las ecuaciones correspondientes a las
ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76, para el caso del orden de A igual a 3. También obtenga
las ecuaciones correspondientes a la ecuacién 3.77 para el caso general, orden de A4 igual
a n. Este método, como se recordaréd, es conocido como algoritmo de Crout.

Elabore un algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones lineales con el método de
Crout (véase algoritmo 3.8); resuclva los sistemas del problema 3.43 con el algoritmo
encontrado.

Demuestre que en la solucidn del sistema lineal 4 x = b, donde A es positiva definida,
con el método de Cholesky se requiere efectuar

n raices cuadradas

3 2
”——t-g%—i—z—" multiplicaciones o divisiones

y ———¢ — sumas o restas

cuando el orden de A4 es a.

Demuestre que si una matriz A es positiva definida, entonces a;; >0 parai = 1,2, .., n.
Los algoritmos de factorizacién, cuando son aplicables, se pueden simplificar consider-
ablemente en el caso de matrices bandeadas, debido al gran nimero de ceros que apa-
recen en estas matrices. Adapte el método de Doolitle o el de Crout para sistemas
tridiagonales y una vez obtenidas las ecuaciones correspondientes, elabore un algoritmo
eficiente.

En ia soluci6n de una estructura doblemente empotrada se obtuvo el siguiente sistema

EITc+1%TAP=0

donde EI es el médulo de elasticidad del elemento,

~1.80 Py
c= [-6750|; = b3} ;
0.00 P Py
165.00
Ps

72.00 0.00 0.00 9.00 0.00 0.00

0.00 2.88 0.00 0.00 000  -4.50
4 = | 000 0.00  18.00 9.00 0.00 0.00

y =1 9.00 0.00 900  12.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 000  33.00 0.00

000  —-4.50 0.00 0.00 000  33.00

Encuentre p.

Determine si el sisterna que sigue estd mal condicionado

1.9999 17.01 9.6 X 29.00

3.4440 16100 -9.1 *1 16000.00
1.6000 5.20 1.7 x5 8.42

Resuélvalo usando la eliminacién de Gauss y aritmética de cinco dfgitos.
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La matriz H® de orden n o matriz de Hilbert, definida por

- 1 - ; M {
hi,i"rrf_—-—l’ lsi<n; l=<js<n,

es una matriz mal condicionada que surge, por ejemplo, al resolver las ecuaciones nor-
males del método de aproximacién por mfnimos cuadrados (véase Cap. 5). Encuentre
4), HS y sus inversas por alguno de los métodos vistos; ademds, resuelva el sistema

H®x =[1010]T
Demuestre que

det P = -1, el determinante de una matriz permutadora es -1.
det M = m, el determinante de una matriz multiplicadora es ¢l factor m(m = 0).

det § = 1, el determinante de una matriz del tipo § es 1.

Sugerencia: Utilice la funcién determinante de una matriz de orden n.
Dados los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

a) byra 141 1] (3] 92 4 51 0
[g g] [x‘]= B} 2 01| ol =1[2 s 8 3| |nl=|1
2 -1 56| |xa| |3 5 36| | 0

calcule las inversas, determinantes y soluciones correspondientes, usando matrices ele-
mentales.

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales mediante los métodos de Gauss-
Seidel y de Jacobi

D15 .1 a1 M 3 b 111 M 4
1 -1 2| ol = 1o 1 2 1| ol =14
3 -1 2 X3 4 1 1 2 X3 4

¢) inciso (c) del problema 3.41.

d 1 2 22 2 2 ) 134
1 6 6 6 ¢ x5 304
1 10 102 10° 10 x3| = [41.8
1 20 207 20° 20* x4 13
1 30 30 30* 3 xs ‘
a1l
¢y [8 0 6 1 6 0 0 0 0 0 0] |x, 1
0 9 0 0 0 0 5 0 2 1 0 x 5
¢ 1 7 o o 1 2 0 0 1 0 x3 8
0 1 0 6 0 0 1 0 0 0 1 4 0
0 0 0 0 9 0 0 0 1 11 xs 8
0 1 0 2 0 10 1 0 3 o 0 xe| = {1
0 0 5 0 2 2 10 0 0 o 0 x7 0
0 0 0 6 1 O 0 15 0 2 0 xg 3
0 2 0 0 4 0 1 1 20 1 0 . 0
0o 0 0 0 o0 3 0 6 s 25 1 9 1
Ll 0 3 1 5 0 7 0 0 1 12| %10 2
J [-qu L
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Elabore un algoritmo para arreglar la matriz aumentada de un sistema de modo que la
matriz coeficiente quede lo mds cercana posible a diagonal dominante.

Elabore un algortimo para resolver un sistema de ecuaciones lineales, usando los mé-
todos SORconw > lyconw < 1.

Sugerencia: Puede obtenerlo ficilmente modificando el algortimo 3.11.

Aplique la segunda ley de Kirchhoff a la malla formada por el contorno del circuito de
1a figura 3.15; es decir, no considere Es, R4y Rs. Demuestre que la ecuacién resultante
es linealmente dependiente de las tres obtenidas al seccionar en mallas dicho circuito.
Resuelva los sistemas de ecuaciones lineales del problema 3.54 con el algoritmo elabo-
rado en el problema 3.56.

Demuestre que la ecuacion 1 del ejercicio 3.8 es un polinomio de grado » si A es una
matriz de orden n y I es la matriz identidad correspondiente.

Encuentre los valores caracteristicos (eigenvalores) de la matriz coeficiente del siguiente
sistema

Xq

4 1 03 -1 1
1 7 2 of {0
03 2 5 2| Ix| =2
-10 2 4y, 3

Encuentre los vectores caracteristicos (eigenvectores) correspondientes al valor caracte-
ristico dominante (el de mdximo valor absoluto) del ejemplo anterior.

El método de las potencias permite calcular el valor y el vector caracteristicos dominantes
de una matriz 4 de orden n, cuando dicha matriz tiene n vectores caracterfsticos lineal-
mente independientes: vy, v, ..., v, ¥ un valor caracteristico A; estrictamente dominante
en magnitud

[A) > A0 = 143] o 14,10,
Se muestra a continuacién dicho método

Dada la independencia lineal de los vectores caracteristicos, cualquier vector v de n com-
ponentes puede expresarse como una combinacion lineal de ellos

vaaiitavt.ta,v,

Muitiplicando la ecuacién anterior por la izquierda por A4 se tiene
Av =aAvi+a,Avy+ .. +a,Av,
=a )'1 vi + a2).2V2 + .+ anl-vn
Multiplicando repetidamente por A4 se llega a

Ay = a kv + a,5v, + ... +a ik

y factorizando

! !
Ay = [ayv + a (1%)" v+ .. +a (ﬁ)" "]

y como A es el mayor, todos los términos dentro del paréntesis rectangular tienden a
cero cuando k tiende a o, excepto el primer término (si a; » 0).
Para k grande ¥ v = 45 4, v;
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Al tomar la relacién de cualesquiera componentes correspondientes de A*v y A v,
se obtiene una sucesién de valores convergentes a 41, ya que

k+1
AT ap vy
-~ ll

LU
AT ay vy

Ademds, la sucesién }.{k Ay convergird al vector caracteristico v; multiplicado por
a;.Con este método, encuentre €l valor caracterfstico y el vector caracteristico dominantes
de la matriz coeficiente del siguiente sistema

FHE-N

Sugerencia: Como generalmente no se conocen 0s vectores caracteristicos, sino que €se
es el propdsito, se empieza a iterarconv = ey = {10 O]T.

Encuentre el valor caracterfstico dominante y los vectores caracterfsticos correspondien-
tes del sistema de ecuaciones del problema 3.60.

Se tienen tres tanques cilindricos iguales de 6 pies de didmetro, comunicados entre si
por medio de tubos de 4 pulgadas de didmetro y 2 pies de largo, como s¢ muestra en
la Fig. 3.30. El tercer tanque tiene una salida a través de un tubo de 4 pulgadas de
didmetro y 8 pies de largo. Al primer tanque Hega un fluido a razén de 0.1 pies ctbicos
por minuto ¢ inicialmente su nivel tiene una altura de 20 pies, mientras que el segundo
y tercer tanques estdn vacios. El fluido es un aceite viscoso cuya densidad es 51.45
lb,,l,/pie3 y cuya viscosidad es 100 centipoises. Caicule 1a altura del fluido en cada tanque
cuando se alcance el régimen permanente.

S -
oW
Leo

Sugerencia: Use la ecuacion de Poiselle para el cdlculo de la velocidad media del fluido
a través de los tubos.

F = 0.1 pie}/min

]

L=2 L=2 L=y
D=4|| D:4n D=4"

Figura 3.30. Tres tanques interconectados.




CAPITULO 4

SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Seccién 4.1 Dificultades en la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales
Seccién 4.2 Método de punto fijo multivariable

Seccién 4.3 Método de Newton Raphson

Seccién 4.4 Método de Newton Raphson modificado

Seccién 4.5 Método de Broyden

Seccién 4.6 Aceleracién de convergencia

ESTE CAPITULO tratar4 la generalizaci6n de los métodos de los capftulos 2 y
3 para dar lugar a algoritmos que permiten resolver sistemas no lineales.

INTRODUCCION

En el capftulo 2 se vio como encontrar las rafces de una ecuacién de la forma

f@) =0.

Por otro lado, en el capitulo 3 se estudiaron las técnicas iterativas de solucién
de un sistema de ecuaciones lineales 4 x = b.

Estos dos son casos particulares de la situacion més general, donde se tiene un
sistema de varias ecuaciones con varias incégnitas, cuya representacion es:

fl (xb X2y X3y ooy xa) =0
fa Cery X, X3, vy X)) = 0

(4.1)

" -

f;l (X1, X2y X35 oony n) 0)

donde f; (x3, X2, X3, ..., X,) para 1 < i < n es una funcién (lineal o no) de las variables
independientes xy, X5, X3, <.y X,.

Si por ejemplo la ecuacién 4.1 consiste s6lo en una ecuacién de una incégnita
(n = 1), se tiene la ecuacién 2.1. En cambio la ecuacién 4.1 se reducird al caso
(339 sin > 1yfi, fo - [, son todas funciones lineales de x;, x5, X3, ..., X,.

Por todo esto, es ficil entender que los métodos iterativos de solucién de la
ecuacion 4.1 son extensiones de los métodos para ecuaciones no lineales en una
incGgnita y emplean las ideas que se aplicaron al desarrollar los algoritmos iterativos
para resolver 4 x = b.

A continuacién se dan algunos ejemplos.
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st +xf-4=0

a) fi(x1, x2)

HlLx) =x,-xl=0

b) filkp, X)) = 10(x, —x7) = 0
[, x) =1 -x =0

¢) fi(ty, X2, X3) = XyXox3 — 1007 + x5 = 0
falxy, X2, X3) = X3 + 2x3 + senxy — 15 = 0

fil, X2, 23) = x5 - 5003 - 33 + 3 = 0

SECCION 4.1 DIFICULTADES EN LA SOLUCION DE
SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Antes de desarrollar los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones

no lineales con varias incognitas, se destacardn algunas de las dificultades que se
presentan al aplicar estos métodos.

— Es imposible graficar las superficies multidimensionales definidas por las
ecuaciones de los sistemas para n > 2.

— No es facil encontrar "buenos" valores iniciales.

Para atenuar estas dificultades se dardn algunas sugerencias aplicables antes de
un intento formal de solucién de la ecuacién 4.1.

Reduccioén de ecunaciones

Resulta muy 4til tratar de reducir analiticamente el nimero de ecuaciones y de
incégnitas antes de intentar una solucién numérica. En particular, tritese de resol-
ver alguna de las ecuaciones para alguna de las incégnitas. Después, sustitliyase la
ecuacion resultante para esa incognita en todas las demds ecuaciones; con esto el

sistema se reduce en una ecuacién y una incégnita. Contintese de esta manera hasta
donde sea posible.

Por ejemplo, en el sistema

fl(xl» x2)

folxpx) =1-x =0
se despeja x; en la segunda ecuacion

0@ -x)=0

Xy = 1
y se sustituiye en la primera

10@; - 1) =0

cuya solucion, x; = 1, conjuntamente con x; = 1 proporciona una solucién del
sistema dado, sin necesidad de resolver dos ecuaciones con dos incognitas.
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Particion de ecuaciones

A veces resulta mds sencillo dividir las ecuaciones en subsistemas menores y
resolverlos por separado. Considérese por ejemplo el siguiente sistema de cinco
ecuaciones con cinco incégnitas

filen, x0, 3, X4, x5) = 0
e, x2,x8) = 0
faler, x3, X4, x5) = 0
fakx) = 0
fst,xg) = 0

En vez de atacar las cinco ecuaciones al mismo tiempo, se resuelve el subsistema
formado por f, f4 v fs. Las soluciones de este subsistema se utilizan después para
resolver el subsistema compuesto por las ecuaciones f; y f.

En general, una particion de ecuaciones es la division de un sistema de ecuaciones
en subsistemas llamados bloques. Cada bloque de la particion es €l sistema de ecua-
ciones mds pequefio que incluye todas las variables que es preciso resolver.

Tanteo de ecuaciones

Supdngase que se quiere resolver el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incégnitas

filka, x3) =
foxa, X3, X4) =
f3x1, X2, X3, X4) =
Ja(xr, X2, x3)

No se pueden dividir en subsistemas, sino que es preciso resolverlas simultdnea-
mente. Sin embargo, es posible abordar el problema por otro camino. Sup6ngase
que se estima un valor de x3. Se podrfa obtener asf x, a partir de f, x4 de f> y x; de
f3. Finalmente, se comprobaria con f; la estimacién hecha de x3. Si fy fuese cero o
menor en magnitud que un valor predeterminado o criterio de exactitud ¢, la esti-
macion x3 y los valores de x;, x4 y x; obtenidos con ella, serian una aproximacién a
la solucién del sistema dado. En caso contrario, habria que proponer un nuevo
valor de x3 y repetir el proceso.

Notese la intima relacion que guarda este método con el método de punto fijo
(Cap. 2), ya que un problema multidimensional se reduce a uno unidimensional en x3

h(x3) = 0.

o O O o

Valores iniciales

a) De consideraciones fisicas

Si el sistema de ecuaciones 4.1 tiene un significado fisico, con frecuencia es po-
sible acotar los valores de las incOgnitas a partir de consideraciones fisicas. Por
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ejemplo, si alguna de las variables x; representa la velocidad de flujo de un fluido,
ésta no podrd ser negativa. Por tanto x; 2 0. En el caso de que x; represente una
concentracién expresada como fraccion peso o fraccion molar de una corriente de
alimentacion, se tiene que 0 < x; < 1. (Para mayores detalles ver los problemas
resueltos al final del capftulo).

b) De consideraciones geoméiricas

En el caso particular de tener un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

filtr, x) = 0

fZ(xb xZ) = 0,
cada una define, en general, una curva en el plano x;—x,, y €l problema de resolver
el sistema puede verse como el problema de encontrar €l punto o los puntos de

intersecci6n de estas dos curvas. Graficando (puede usarse el software GC, el Math-
CAD, o un programa que grafique) pueden obtenerse buenos valores iniciales.

Sea por ejemplo el sistema

fikLx) = xi+xf-a> =0

[olxy, x2)

x2—x12=0

Al graficar fi y f> se obtiene la figura 4.1, en donde se podrdn apreciar valores
iniciales muy cercanos a la solucion.

(il’ )—Cz) (5‘.-! xuz)

Figura 4.1 Solucién grifica de un sistema de dos ecuaciones.
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Por dltimo, resulta muy conveniente conocer bien las caracterfsticas de cada mé-
todo de solucién del sistema 4.1 para efectuar la eleccién més adecuada del mismo.

Se iniciard el estudio de dichos métodos con la extensién del método de punto
fijo a sistemas de ecuaciones no lineales.

SECCION 4.2 METODO DE PUNTO FIJO MULTIVARIABLE

Los algoritmos discutidos en este capftulo son, en principio, aplicables a sistemas
de cualquier nimero de ecuaciones. Sin embargo, para ser m4s concisos y evitar
notacion complicada, se considerard sélo el caso de dos ecuaciones con dos incog-
nitas. Estas generalmente se escribirdn como

fl(x: .Y) = 0
f6y) = 0 (4.2)

y se tratard de encontrar pares de valores (ry) que satisfagan ambas ecuaciones.

Como en el método de punto fijo (Sec. 2.1) y en los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel (Sec. 3.5), se resolverd la primera ecuacién para alguna de las variables, x
por ejemplo, y la segunda para y.

x g1(x, y)
y = 8y (4.3)

Al igual que en los métodos mencionados, se tratard de obtener la estimacion
(k + 1)-ésima a partir de la estimacidn k-ésima con la expresién

k+1

x g1 ")
K+1

k _k
y gk, y)

Se comienza con valores iniciales x°, y°, se calculan nuevos valores x’, Xl { se
y se

repite el proceso, esperando que después de cada iteracion los valores de x',
aproximen a la rafz buscada X, y, la cual cumple con

N

(4.4)

1

= gl( fs y )
8A% ¥)

Por analogfa con los casos discutidos, puede predecirse el comportamiento y las
caracterfsticas de este método de punto fijo multivariable.

Como se sabe, en €l caso de una variable la manera particular de pasar de f (x)
= 0ax = g(x), afecta la convergencia del proceso iterativo. Entonces debe espe-

rarse que la forma en que se resuelve parax = gi(xy) yy = g(xy) afecte 1a con-
vergencia de las iteraciones (4.4).

Por otro lado, se sabe que el reordenamiento de las ecuaciones en el caso lineal
afecta la convergencia, por lo que puede esperarse que la convergencia del método
en estudio dependa de si se despeja x de f, o de f;.

Finalmente, como en €l método iterativo univariable y en ¢l de Jacobi y de Gauss-
Seidel, la convergencia —en caso de existir— es de primer orden, cabe esperar que
el método iterativo multivariable tenga esta propiedad.

o=
fl
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Ejemplo 4.1

Encuentre una solucién del sistema de ecuaciones no lineales
iy =2 -1k +y* + 8 =0
fHey) =n° +x -1y + 8 =0

SOLUCION

Con el despeje de x del término (—10x) en la primera ecuacién y de y del
término (-10y) en la segunda ecuacion, resulta

2 2
& Sl

Q2+x+8
y = 10

o con la notacién de 1a ecuacidn 4.4

w1 _ (O + 09 + 8
= 10

w1 YO+ + 8
yo = 10

Con los valores iniciales x°=0, y°=0, se inicia el proceso iterativo

Primera iteracién

1 _ 0 +0+8 _
= 10 = (0.8

2
1_00°+0+8 _ o

y = 10
Segunda iteracién

2 _ (08)" + (08) +38

X = 10 0928

2
= 08(08) 1; 08 +8 _ 1oais
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Al continuar €l proceso iterativo, se encuentra la siguiente sucesién de vec-
tores

k o #*
0 0.00000 0.00000
1 0.80000 0.80000
2 0.92800 0.93120
3 0.97283 0.97327
4 0.98937 0.98944
5 0.99578 0.99579
6 0.99832 0.99832
7 0.99933 0.99933
8 0.99973 0.99973
9 0.99989 0.99989

10 0.99996 0.99996

11 0.99998 0.99998

12 0.99999 0.99999

13 1.00000 1.00000

Para observar la convergencia del proceso iterativo, se pudieron usar los criterios
del capitulo anterior, como distancia entre dos vectores consecutivos, o bien las
distancias componente a componente de dos vectores consecutivos. También existe
un criterio de convergencia equivalente al de las ecuaciones 2.10 y 3.99 que puede
aplicarse antes de iniciar el proceso iterativo mencionado, y que dice

Una condicién suficiente aunque no necesaria, para asegurar la convergen-
cia es que

||+ |2

para todos os puntos (x, y) de la regién del. plano que contxene todos los
valores ({, f) y }a raiz buscada (%, y). , ‘

_Qgg

=Met; [ B

-'?-g-z-i; sM<1 (45

Por otro lado; si M es muy pequefia en una region de interés, la iteracién con-
verge rdpidamente; si M es cercana a 1 en magnitud, entonces la iteracién puede
converger lentamente. Este comportamiento es similar al del caso de una funcién
univariable discutido en el capftulo 2.

Por lo general es muy dificil encontrar el sistema 4.3 a partir de la ecuaci6n 4.2,
de modo que satisfaga la condici6n 4.5.
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De todas maneras, cualquiera que sea el sistema (4.4) a que se haya llegado y
que se vaya a resolver con este método, puede aumentarse 1a velocidad de conver-
gencia usando desplazamientos sucesivos en lugar de los desplazamientos simulté-
neos del esquema 4.4. Es decir, se iterarfa mediante

P

k+1
y

gl(xk’)/‘)
32(1}‘”’ )/‘)

(4.6)

Como en el caso lineal (Jacobi y Gauss-Seidel), si la iteracién por desplazamien-
tos simultdneos diverge, generalmente el método por desplazamientos sucesivos di-
vergerfa més rdpido; es decir, se detecta méds rdpido la divergencia, por lo que se
recomienda en general el uso de desplazamientos sucesivos en lugar de desplaza-

mientos simultdneos.

Ejemplo 4.2

fl(x’ .V)
f2(x’ )’)

Sugerencia: Se pueden seguir

SOLUCION

Al despejar x del término (-10x) y

&= g (590

P =g (xhy) =

Al derivar parcialmente, se obtiene

g _ u*

a 10
9% _ (P +1
ax 10

Resuelva el sistema del ejemplo 4.1 utilizando
multivariable con desplazamientos sucesivos

-1 +y +8
y+ x-10y+ 8

el método de punto fijo

0

los célculos con un pizarrén electrénico o se
programa una calculadora.

y del término (-10y) de la primera y

segunda ecuaciones, respectivamente, resulta

&+ )% 8
10

xk+1(yk)2 + .Ik+1+ 8

10
@ _ u*
dy 10
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y evaluadas en L =0 y en yo =0

- % | _
— {0 =0 pell 1/10
0 y0

%) % | =
Py xg =0 o xg 0
y y
con lo que se puede aplicar la condicién 4.5

%, % _ -

w ¥ =0+ Vio=Vio <1
981 , 98

— +—-=0+0=0<1
¥ ¥

la cual se satisface; si los valores sucesivos de 1a iteracién: xl, yl; xz, y2; x3, y3;... la

satisfacen también, se llega entonces a X, y.

Primera iteracién

1 0P +0°+8
= =

0 0.8
2
S = 030) 4{00.3 +8 _ e

Cilculo de la distancia entre el vector inicial y el vector [xl, yl]T

[x® - x®| = V(08 - 00)* + (088 - 0.0)% = 1.18929

Segunda iteracién

2 = (08)* + (0.88)% + 8
10

= 094144

2 = 0.94144 (0.88) + 0.94144 + 8
10

= 0.96704
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Cilculo de la distancia entre [xz, yz]T y i1 0

XD - x® | = V(094144 - 08)° + (0.96704 ~ 0.88)” = 0.16608

A continuacién se muestran los resultados de las iteraciones

& & S | D 0
0 0.00000 0.00000

1 0.80000 0.88000 1.18929
2 0.94144 0.96705 0.16608
3 0.98215 0.99006 0.04677
4 0.99448 0.99693 0.01411
5 0.99829 0.99905 0.00436
6 0.99947 0.99970 0.00135
7 0.99983 0.99991 0.00042
8 0.99995 0.99997 0.00013
9 0.99998 0.99999 0.00004
10 0.99999 1.00000 0.00001
11 1.00000 1.00000 0.00001

Notese que se requirieron once iteraciones para llegar al vector solucién
(1, 1) contra 13 del ejemplo 4.1, donde se usaron despiazamientos simultdneos.

|

A continuaci6n se presenta un algoritmo para el método de punto fijo multiva-
riable en sus versiones de desplazamientos simultdneos y desplazamientos sucesivos.

Para encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones no
lineales g (x) = x, proporcionar las funciones G(I, x), I=1,2,..., N y los

DATOS: El nimero de ecuaciones N, el vector de valores
iniciales x, el criterio de convergencia EPS, el
nimero méaximo de iteraciones MAXITYyM = 0
para desplazamientos sucesivos 0 M = 1 para
desplazamientos simultdneos.

RESULTADOS:  Una solucién aproximada x o mensaje "NO
HUBO CONVERGENCIA".
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PASO 1. HacerK =1
PASO 2. Mientras K < MAXIT, repetir los pasos 3 a 14.
PASO 3. SiM = 0, hacer xaux = x. De otro modo
continuar.
PASO 4. Hacerl =1
PASO 5. Mientras I < N, repetir los pasos 6y 7.
PASO 6. SiM = 0, hacer X(I) = G(Ix). De
otro modo hacer XAUX(I) = G(l,x)
PASO7. Hacerl =1+ 1
PASO 8. Hacerl =1
PASO 9. Mientras I < N, repetir los pasos 10 y 11.
PASO 10. Si ABS(XAUX(I) - X(I)) > EPSir
al pasol13. De otro modo continuar.
PASO 11. HacerI =1 + 1
PASO 12. IMPRIMIR x Y TERMINAR.
PASO 13. Si M = 1 hacer x = xaux. De otro
modo continuar.
PASO 14. Hacer K = K + 1
PASO 15. IMPRIMIR mensaje "NO HUBO CONVERGENCIA"
y TERMINAR.

Sugerencia: Desarrolle este aigoritmo con Math-CAD o un software equivalente.

SECCION 4.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON

El método iterativo para sistemas de ecuaciones converge linealmente. Como en
¢l método de una incognita, puede crearse un método de convergencia cuadratica;
es decir, el método de Newton-Raphson multivariable. A continuacién se obtendrd
este procedimiento para dos variables; la extension a tres o m4s variables es viable

generalizando los resultados.

Supéngase que se estd resolviendo el sistema

hHky) = 0
h&xy) =0,

donde ambas funciones son continuas y diferenciables, de modo que puedan expan-
derse en serie de Taylor. Esto es

1) = fab) + ZLay+ Loy + .[ﬁ%(w)ﬂ

2i<x-a)(y~b)+i(y4:) ]+
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donde f (xy) se ha expandido alrededor del punto (a,b) y todas las derivadas parciales
estdn evaluadas en (g,b).

Expandiendo f; alrededor de (¢, y),
AELF = sy + Dttty s Doty o

ah 7,
o7 o (R 4 2 @y X O )

azf1 (y/‘+1 }})2} + .. 4.7

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en (x%, y*). De la misma forma
puede expanderse f» como sigue

RO = pt gt + LA %gz Py

azfz aZfz
2, pol (T - )2 + 22 (- PO -y +

afz G-+ (4.8)

De igual manera que en la ecuacién 4.7, todas las derivadas parciales de (4.8)
estdn evaluadas en (; ‘y"

Ahora sup6ngase que xj‘ *1yy**! estdn tan cerca de la raiz buscada (%, ) que los
lados izquierdos de las dos dltimas ecuaciones son casi cero; ademds, asimase que
* y f estdn tan proximos de o )/‘ + que pueden omitirse los términos a partir
de los que se encuentran agrupados en paréntesis rectangulares. Con esto las ecua-
ciones 4.7 y 4.8 se simplifican a

Ozfl(l}‘n)/‘) +-(2‘[—1-(1k+1_1}‘) +_q[l()/€+1_)}:)
* ¥ (4.9)

0= R(F )+ Loy 4 T pri

Para simplificar ain mds, se cambia la notacién con

- =
A )/c = (4.10)
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y asf queda la (k+1)-ésima iteracion en términos de la k-¢sima, como se ve a con-
tinuacion

=K+ h
F= kg 4.11)

La sustitucion de la ecuacién 4.10 en la 4.9 y el rearreglo dan como resultado

LrsLj= AN

” o’ 4.12)
2 2.

E;h +3;J = (¢, ),

el cual es un sistema de ecuaciones lineales en las incognitas A y j (recuérdese que
las derivadas parciales de la ecuaci6n 4.12, asf como f y f> estdn evaluadas en (¥*y%)
y, por tanto, son ndmeros reales).

Este sistema de ecuaciones lineales resultante tiene solucion tnica, siempre que
el determinante de la matriz de coeficientes 0 matriz jacobiana J no sea cero; s
decir si

i %
= | & %y

| 7] = o _Qf_2¢0
o %

Precisando: El método de Newton-Raphson consiste fundamentalmente en for-
mar y resolver el sistema 4.12, esto dltimo por alguno de los métodos vistos en el
capitulo 3. Con la solucién y la ecuacién 4.11 se obtiene la siguiente aproximacion.

Este procedimiento se repite hasta satisfacer algin criterio de convergencia es-
tablecido.

Es interesante notar que como en el caso unidimensional, este método puede
obtenerse encontrando un plano tangente a cada f de Ia ecuacion 4.2 en (1‘, Py
luego encontrar el cero comin de estos planos; es decir, hallar un plano tangente
en (x}‘g/‘) tanto a la superficie f; como a la superficie f,, y luego la interseccién de
cada plano tangente con el plano x-y, con lo cual se obtienen dos lineas rectas en
el plano x-y y, por ltimo, la interseccion de estas dos lineas rectas, que da el cero
comin de los planos tangentes.

Cuando converge este método, 1o hace con orden dos, y requiere que el vector
inicial (x AY ) esté muy cerca de la rafz buscada (X, y ).

Ejemplo 4.3

Use el método de Newton-Raphson para encontrar una solucién aproxima-
da del sistema

figy) = £ - 10 + ) + 8
fny) =% +x-1p + 38
con el vector inicial: [t°, )T = [0, O]".

]
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SOLUCION

Primero s¢ forma la matriz coeficiente del sistema 4.12, también conocida

como matriz de derivadas parciales

of _ afi
x 2 -10 y 2y
¥ _ 2 9% _ ’
x =0T 1 oy 2y~ 10
que aumentada en el vector de funciones resulta en
2-10 2 -+ + 1 -y* -8
y: +1 2y-10{=xy*-x + 10y -8

Primera iteracion

Al evaluar la matriz en [xo, yO]T se obtiene

[—10 0'—8]
1 -10}-8
que al resolverse por eliminacion de Gauss da
h = 08,j = 0.88
al sustituir en la ecuacién 4.11 se obtiene
d="+nr= 0+08=08
Yy =y +j= 0+ 08 = 088

Cilculo de la distancia entre x® y x®

| xD - x@ | = V(08 -0)" + (0.8 - 0)> = 1.18929
Segunda iteracién

Al evaluar 1a matriz en [xl, yl]T resulta

-84 1.76
1.7744 -8.592

-1.41440
-0.61952

que por eliminacion gaussiana da como nuevos resultados de h y j

h = 0.19179,j = 0.11171
de donde

¥ =x"+h =08 + 019179
v =y 4+ =08 + 011171

0.99179
0.991N
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Célculo* de la distancia entre xV y x®:

[ x®@ - xD | = V(099179 - 0.8)% + (0.99171 - 0.88)% = 0.22190

Con la continuacién de este proceso iterativo se obtienen los resultados si-
guientes

& o T T

0 000000 | 000000 | |
1 | 080000 0.88000 1.18929
2 099179 099171 0.22190
3 099998 0.99997 0.00830
4 100000 |  1.00000 0.00004

Obsérvese que se requirieron cuatro iteraciones para llegar al vector solu-
cién (1,1) contra once del ejemplo 4.2, donde se us6 €l método de punto fijo
con desplazamientos sucesivos. Sin embargo, esta convergencia cuadrdtica im-
plica mayor nimero de cdlculos, ya que —como se puede observar— en cada
iteracion se requiere

a) La evaluacién de 2 x 2 derivadas parciales
b) La evaluaci6n de 2 funciones
¢) La solucién de un sistema de ecuaciones lineales de orden 2.

Sugerencia: Los cdlculos, incluidas las derivadas parciales y la inversa de la matriz,
se pueden ejecutar en Math-CAD o con el software que acompaiia al libro.

Generalizacién

Para un sistema de n ecuaciones no lineales con n incégnitas (véase Ec. 4.1) y
retomando 1a notacién vectorial y matricial, las ecuaciones 4.12 quedan

ofi i i
-a-;l" hl + E h2 + cor + E hn —— _.fl
> o> P
=R + —=hy+ ..+ —=h, =
ax; ax, ax, 72 (4.12))
n %a Ufn
0
Jh = —f

*Nétese que | KD _ x0 | = Va2 + 2
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donde las funciones f; y las derivadas parciales of; /axy i = 1,2, ., = 1,2,
n estdn evaluadas en el vector x®) y

ey

;= x0T —x l<isn (4.10%)

De donde

=k op 1<i<n (4.11)

NS N O RN )

y la matriz de derivadas parciales (matriz jacobiana), ampliada en el vector de fun-
ciones queda

E i |4)
ar, a, o
h N S|+
a, w
412°)
/N Y n
ax; ax, ax, _f"_
o bien
(7 | ]

Se presenta a continuacién un algoritmo para este método.

Para encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones
no lineales f(x) = 0, proporcionar la matriz jacobiana ampliada
con el vector de funciones (véase Ec. 4.127) y los

DATOS: El nimero de ecuaciones N, el vector de valores
iniciales x, el niimero miximo de iteraciones
MAXIT y el criterio de convergencia EPS.

RESULTADOS:  El vector solucién xn 0 mensaje
"NO CONVERGE".

PASO 1 HacerK =1
PASO 2. Mientras K < MAXIT, repetir los pasos 3 a 9.
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PASO 3.  Evaluar la matriz jacobiana aumentada (4.127).
PASO 4.  Resolver el sistema lineal (4.12°).
PASOS. Hacer*xn = x + h
PASO 6. Si |xn - x| >EPS ir al paso 8. De otro modo
continuar,
PASO 7. IMPRIMIR xn y TERMINAR.
PASO 8. Hacerx = xn
PASO9. HacerK = K + 1
PASO 10. IMPRIMIR "NO CONVERGE" Y TERMINAR.

Ejemplo 4.4

Con el algoritmo 4.2, elabore un programa de propdsito general para re-
solver sistemas de ecuaciones no lineales. Luego 1uselo para resolver el sistema

filey, X, x3) = 31 - cos(rzxz) - 05 = 0
falen, X3, x3) = x{ ~ 62507 = 0
Falt, X0, x3) = €2 + 2005 + &3_‘_1)_ =
SOLUCION
En el apéndice se presenta el programa 4.1, que consta de los subprogramas
GAUSS JORDAN y PIVOTEO, de propdsito general; es decir, no dependen
del sistema de ecuaciones por resolver.
El usuario deberd escribir el programa principal que llama al subprograma

FUNCIONES, donde proporcionard la matriz jacobiana ampliada (Ec. 4.12”).

La matriz jacobiana ampliada para el sistema es

;
3 X38€n (X2X3)  xpsen (xzt3) |<3x; + cos(xpx3) + 0.5
2xq ~1250x, 0 X3 + 625 X%
Xy €2y e™1% 20 €712 — 203 - 107;—3

El programa queda finalmente como se muestra en el apéndice (programa
4.1) su ejecucion con el vector inicial [1 1 1] produce los siguientes resultados

*Operaciones vectoriales.
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; | Distancia

0| 100000 A

1| 090837 | 05006 15863

SR AR T 047982

3| o04m% | o 012444

5 | 049998 | 003540 | -05272 0.29214E-01

6| 0498 | 002335 | -052302 | 0.12052E01

7| 040998 | o024 | 052309 | 031095802
| oa4999s | o000 | -052310 0.23879E-03

9| 049998 | 00200 | -052310 |  0.4280E05

LA SOLUCION DEL SISTEMA ES

0.49998176
x; = 0.19999269E-01
X = -0.52310085

X1

Notese que en cada iteracion se requiere

a) La evaluaci6n de n” derivadas parciales
b) La evaluacién de n funciones
¢) La soluci6n de un sistema de ecuaciones lineales de orden #,

lo que representa una inmensa cantidad de cdlculos. Debido a esto, se han elaborado
métodos donde los cdlculos no son tan numerosos y cuya convergencia es, en ge-
neral, superior a la del método de punto fijo (superlineal). A continuacién se pre-
sentan dos de estos métodos, ¢l de Newton-Raphson modificado y el método de
Broyden, siendo este @ltimo también una modificacién del método de Newton-
Raphson.

SECCION 3.4 METODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO

El método de Newton-Raphson modificado que se describe a continuacién con-
siste en aplicar el método de Newton-Raphson univariable dos veces (para el caso
de un sistema de n ecuaciones no lineales en n incognitas, se aplicard n veces), una
para cada variable. Cada que se hace esto, se consideran las otras variables fijas.
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Considérese de nuevo el sistema

fix y)
fxy) =0

Tomando los valores iniciales x9 )0, s¢ calcula a partir del método de Newton-
Raphson univariable un nuevo valor x* asf

1_ .0 1G9
T ofy/a

ofy/ax evaluada en x2, y°.

b{)étese que se ha obtenido xta partir de f; y los valores m4s recientes de x y y:
x,y.
Ahora tsese f, y los valores mds recientes de x y y: £, y0 para calcular yl

1_ 0 _fz(x1 )

Ay

donde 9f>/dy se evalda en x!, y0. Se tiene ahora x! y yl. Con estos valores se calcula
x?, después y2, y asf sucesivamente.
. 00 - = .

Este método converge a menudo si x, y estd muy cerca de x, y, y requiere la
evaluacion de s6lo 2n funciones por paso (cuatro para el caso de dos ecuaciones
que se estd manejando).

Nétese que se han empleado desplazamientos sucesivos, pero los desplazamien-
tos simultdneos también son aplicables.

Ejemplo 4.5
Resuelva el sistema
flxy)y =22~ 1k + y* + 8 = 0
Axy) =" +x-1y +8 =0,

cgn el méotodo de Newton-Raphson modificado, usando los valores iniciales
x' = 0,y = 0. Puede seguir los cdlculos con un pizarrén electrénico.

SOLUCION

Primero se obtiene

% _ o _
w = E0y =290
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Primera iteracion

Se evalian f; y df1/ox en [O,O]T:

fl(O’O) =8
y
E
i x(:) = -10
Yy
se sustituye
1_9_--8 _
x 0 10 0.8

Para el cdlculo de yl se necesita evaluar f> y 0f> /dy en X, y0

f> (080) = 0.8(0) + 0.8 - 100) + 8 = 88

o
3 |x' = 2(08)(0) - 10 = -10
0
y
se sustituye
1_o_38 _
y =0 10 0.83
Segunda iteracién
af
f1(08,083) = 14144 y axlxt = 8.4
1
y
14144
= 08 -~ = 096838
Ahora se evaldan f, y df»/dy en (xz,yl):
2
'
de donde
# = 088 - 221825 _ 499070

T -8.29565
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Se deja como ejercicio al lector continuar las iteraciones y calcular las distancias
entre cada dos vectores consecutivos. Continde hasta que } = 1ly yk = 1. Com-
pare ademds la velocidad de convergencia de este método con la velocidad de con-
vergencia del método de Newton-Raphson y el de punto fijo para este sistema
particular.

En la aplicacién de este método se pudo tomar f, para evaluar e y fiafinde
evaluar yl, as{

1o RO
ofy/ o

t_ .0 _fl("1 5%,

y=y af1/ oy

Esto puede producir convergencia en alguno de los arreglos y divergencia en el
otro. Es posible saber de antemano si la primera o la segunda forma convergirén.
para el caso de sistemas de dos ecuaciones, pero cuando 3 < n las posibilidades
son varias (n!) y es imposible conocer cudl de estos arreglos tiene viabilidad de
convergencia, por 10 cual 1a eleccion se convierte en un proceso aleatorio. Esta
aleatoriedad es la mayor desventaja de este método.

En general, para un sistema de n ecuaciones en n incognitas: xy, xp, ..., X,, €l
algoritmo toma la forma

+1 +1 k+1 k Ak
ko ﬁ(‘\j{ vljé s oee s Xy sXi 5 eeesXp )
s
ax;

£ =
AR

k+1 . k+1 k+1 _ k k
I(x1 » X2 y eoo 3 Xi] S NS T

Para encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciénes
no lineales f (x) = 0, proporcionar las funciones F (I,x)
y las derivadas parciales D (Ix) y los

DATOS: El nimero de ecuaciones N, el vector de valores
iniciales x, el nimero m4ximo de iteraciones
MAXIT, el criterio de convergencia EPS y
M=0 para desplazamientos sucesivos o M=1
para desplazamientos simultdneos.

RESULTADOQS: El vector solucién xn o mensaje "NO CONVERGE".

*Peter A Stark. Introduction to Numerical Methods. Ed. McMillan.
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PASO 1. HacerK =1
PASO 2. Mientras K < MAXIT, repetir los pasos 3 a 11.
PASO 3. SiM = 0 hacer* xaux = x
PASO 4. HacerI = 1
PASO 5. Mientras I < N, repetir los pasos 6y 7.
PASO 6. SiM = 0 hacer
X)) = XJ)-F({, x)/D(, x )
De otro modo hacer
XAUX(D) = X(I) - F(, x)/D(, x)
PASO7. HacerI =1 + 1
PASO 8. Si | xaux - x | >EPS ir al paso 10.
De otro modo continuar.
PASO 9. IMPRIMIR x y TERMINAR.
PASO 10. Si M=1 hacer x = xaux
PASO 11. HacerK = K + 1
PASO 12. IMPRIMIR "NO CONVERGE" Y TERMINAR.

* Operaciones vectoriales.

El método siguiente puede saltarse sin pérdida de continuidad.

SECCION 4.5 METODO DE BROYDEN

Considérese ahora la generalizacién del método de la secante a sistemas multi-
variables, conocido como el método de Broyden. Segin se vio en el capitulo 2, el
método de 1a secante consiste en remplazar f ’(x;) del método de Newton-Raphson

Xert = X - [F@T f @) (4.14)

por el cociente:

F ) = f(xea)

Xpe ~ Xg-1

= (%),

obtenido con los resultados de dos iteraciones previas: x; y xz ;.

Para ver la modificacién o aproximacién correspondiente del método de New-
ton-Raphson multivariable, conviene expresarlo primero en forma congruente con
la ecuacién 4.14, lo que se logra sustituyendo en la ecuacién vectorial (véase Ec.
4.11)

XD = x® 4 g ® (4.15)

el vector h® que, como se sabe, es la solucién del sistema

JOR® - ®
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Al multiplicar esta Gltima ecuacién por (J ®)™ se obtiene

h® = - g®y1 (® (4.17)

y al remplazar la ecuaci6én 4.17 en la 4.15 se llega a

X6 = x® g Oy (4.18)

la ecuacién correspondiente a la 4.14 paran > 1.

El método de la secante para sistemas de ecuvaciones no lineales consiste en
sustituir J ® en la ecuacién 4.18 con una matriz 4%, cu)lros componentes se obtienen
con los resultados de dos iteraciones previas x® y x* D de 1a siguiente manera*

[F( x®y — ¢ Dy = 4®D (O —~x&D )] (x® x&D )

A® = 401

| x® _ 1) |2
(4.19)
0 bien
40 = gt , [0 - 4%D A®] (ax®)T (4.20)
- | Ax® (%

con la notacién
AP = 1(x®) ~ x®Dy
AP = x® _ x&D
Para la primera aplicacion de Ia ecuacion 4.20 se requieren dos vectores iniciales:

X0 y x* /. Este dltimo puede obtenerse de una aplicacién del método de Newton-
Raphson multivariable

XV = xO - OO

cuya J a su vez puede emplearse en 4.20, con lo cual ésta queda

40 = JO 4 (AED — 7O oDy AxD YT
- le(l) l2

@.21)

La inversion de A® en cada iteracién significa un esfuerzo computacional grande
(del orden de n3) que, sin embargo, puede reducirse empleando una férmula de
inversién matricial de Sherman y Morrison**. Esta formula establece que si 4 es

*Dennis, J.E. Jr and J.J More (1977), "Quasi-Newton Methods, Motivation and Theory". SL4M Review,
19, No. 1 (46-89),
**ibid.
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una matriz noTsinFuIar Yy X y y son vectores, entonces 4 + x yT €s no singular,
siempre que y 4 x # 1. Ademd4s, en este caso,

- B Ay 47!
A+xyyl=41- 232 (4.22)
( Xy') AT -T7 y A Tx

Esta frmula permite calcular (A("))'1 a partir de (A‘H))‘l, eliminando la nece-
sidad de invertir una matriz en cada iteracién. Para esto, primero se obtiene la
inversa de la ecuacion 4.20

§ ), A0 - 4% 4@ -1
(A®y1 = (A(kl) + B (Ax(k))T>

Después se hace

A = A%
_( AR _ 46D Ax(k))
- [Ax® [
Y y = Ax(k),

con lo que la dltima ecuacién queda
@ =@+ xy)?

y sustituyendo la ecuacion 4.22

D )_1 AFO _ AED Ax®

k k1) \—
|Ax(k)|2 (Ax())T (A( 1))1

(A®Hy1 = (4®D y?! -

L ARD _ gD 7 ®
| ax® |2

1+ (Ax®Y (4% Dy

[ (A(k—l) )-1 Al(k) _ Ax(k)] (Ax(k) ) T (A(k—l) )—1
| AxP 7+ (AxW)! (A YT AR _ | Ax) | #

= (A&Dy T

[Ax® — (AED YT A (AP YT ( Ay
(A (4D YT AfD

(AP = (4%Dy 4

(4.23)

Esta férmula permite calcular la inversa de una matriz con sumas y multiplica-
ciones de matrices solamente, con lo que se reduce el esfuerzo computacional al
2
orden #°.
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Ejemplo 4.6

Use el método de Broyden para encontrar una solucién aproximada del
sistema

fiwy) =x* - 10c + Y + 8 =0
fxy) =0 +x-10 + 8 =0,
tome como vector inicial: [xo, yo]T = [0, O]T. Se recomienda especialmente
emplear un pizarrén electrnico para llevar los cdlculos y asf poner la atencién
en el algoritmo y en el anélisis de los resultados.
SOLUCION
En el ejemplo 4.3 se encontr6 una solucién aproximada de este sistema,

empleando el método de Newton-Raphson y el vector cero como vector inicial.
Con los resultados de la primera iteracion del ejemplo 4.3

© _ [-10 0 Oy1 _ -0.1 0 M - 0.8
I ‘[1 -10}’ (7%) 001 -01] X 0.88

se calcula (A(l))‘1 con la ecuacién 4.23

(axD - Oy AfD) (AT (SO )
(a0 ) (70T 6D

(] - [ -] [ [ [ -
B A

_ [~o11015  -0.010079]
-0.01546  -0.105404

(ADY! = (JO)T 4

M1 _ |01 0
(A7) = [-0.01 -0.1] +

se calcula ahora x? empleando la ecuacién:

x@ = xO _ T p®

- |8 ] _ |-0.11015 -0.010079 1.4144
.88 -0.01546 -0.105404 0.61952

tey
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Para la segunda iteracion se utilizardn las ecuaciones

N [Ax(z) - (A(l) )*1 A((Z)] (Ax(z) )T (A(l) )4

@yt - 1 y-1
A7) (A7) (Ax(z) )T (A(l) )-l N

x(3) = x(z) - A(z))-lt(z)

Al sustituir valores se obtiene

O = 0.997433
0.996786

La continuacién de las iteraciones da

L = [0.9999037 O = [0:999998157
0.9998448 | ’ ~ 10.999996667

L0 = 0.9999999849 {0 = 1
0.99999997221| °’ 1

que es la solucién del sistema, tal como se obtuvo en los ejemplos 4.2 y 4.3.

A continuacién se presenta el algoritmo para este método.

Para encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones
no lineales f (x) = 0, proporcionar la matriz Jacobiana ampliada
con el vector de funciones (véase Ec. 4.12") y los

DATOS: Nimero de ecuaciones N, dos vectores de valores
iniciales: x0 y x1, ¢l ndmero méximo de iteraciones
MAXIT, y el criterio de convergencia EPS.
RESULTADOS: Una aproximacién a una solucién: xn o el
mensaje "NO CONVERGE".
PASO 1. Calcular AK, la matriz inversa de la matriz Jacobiana
evaluada en x0.
PASO 2. Hacer K = 1.
PASO 3. Mientras K < MAXIT, repetir los pasos 4 a 10.
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PASO 4. Calcular 10y f1, ¢l vector de funciones evaluado
en x0 y x1, respectivamente.

PASO S. Calcular (*)dx = x1 — x0;df = f1 - f0.

PASO 6. Calcular AK1, 1a matriz que aproxima a la inversa
de la matriz Jacobiana (4.18), con 1a ecuacion
(4.23), usando como (4 **V' ) a 4K

PASO 7. Calcular (*) xn = x1 - AK1 * f1

PASO 8 (*)Si| xa - x1 | = EPSir al paso 11.
De otro modo continuar.

PASO 9. Hacer (*) x0 = x1; x1 = xn; AKX = AKI
(actualizacién de x0, x1 y 4AK).

PASO 10. HacerK = K + 1

PASO 11. Si K = MAXIT, IMPRIMIR el vector xn y TERMINAR.
De otro modo IMPRIMIR “NO CONVERGE” y TERMINAR.

(*) Operaciones matriciales.

SECCION 4.6 ACELERACION DE CONVERGENCIA

Al igual que en los capftulos anteriores, una vez que se tienen métodos de so-
lucion funcionales, se mejorardn o creardn nuevos algoritmos usando dicho cono-
cimiento. También, como ya se ha visto, esto se logra con un proceso de generali-
zacién o abstraccion. Se procederd en esa direccion enseguida.

En cada iteracién de los algoritmos vistos se parte de un vector x®, que ahora
se llamard punto base; desde ese punto se camina en una direccion, dada por un
vector, que se denominard direccién de exploracién. Considérese la figura 4.2 y el
punto base (x°, y° * = (2,2). Si desde el punto base se camina en la direccion del
vector d° = [4,1]", se terminard pasando por €l punto P(6,3).

Punto base
R %y = Q2

Ao = (4,1) 1Izlicrie(::rcl:ién de explo-

T T T T T T ———

X
Figura 4.2 Punto base y vector de exploracién

*De aquf en adelante se usarf indistintamente n-adas ordenadas (¥,, X,, ..., X,) para representar un vector
de n elementos y un punto en el espacio n-dimensional.
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Al avanzar en cierta direccion de exploracion a partir de un punto base, se llega
a un nuevo punto que va a ser base para la siguiente iteracién, pudiera ser el punto
P(6,3) o cualquier otro punto de R que dard la ecuacién vectorial

x = xO + tdO

o en forma mas general

xE&) = x® 4 t g®), (4.24)

donde ¢ es €l factor de tamafio de la etapa y determina la distancia del desplaza-
miento en la direccion especificada. Esta ecuacion se obtiene facilmente por la suma
de vectores en el plano, como se muestra en la figura 4.3.

Para aclarar esta generalizacion, se identifica el algoritmo de Newton-Raphson
para sistemas de dos ecuaciones no lineales con la ecuacion 4.24.

Primero se reescribe la ecuacién 4.9

ofy af;

o (- + —5yi (K= y&) = o (x5, p%)
L (@1 x) + T (P ) = ()
para pasarla a notacién matricial como sigue
h %
ax o] AP
h | PN f2 (2 9)
ax oy
g
R
. = xO 4 {d© —

4o

1 ! ! T { i e

Figura 4.3. Suma de vectores en el plano.
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que ahora, multiplicada por la inversa de la matriz jacobiana, llega a la forma

-1

i O
a | Jaeon] x*+1—x*}
_‘ﬁ gz f2(xk’yk) +1_),k
a dy
o también .
non)
w1 ] e f(x¥F)
+1 ¥ fh H(* )
ax dy

y en esta Gltima forma, ya como ecuacion vectorial, se tiene la identificacion total
con la ecuacion 4.24, con

Ea
xk+1) = [xk:{l ;o x®) = [x);] st =-1d® = g;'; gj‘)'; [;;Ei:’;)‘:%]
> o

Nétese que en el método de Newton-Raphson, el factor de tamafio de la etapa
€s constante en todos los pasos iterativos del proceso y que d® el vector de explo-
racion, es el resultado de multiplicar la inversa de la matriz jacobiana por el vector
de funciones.

Método de Newton Raphson con optimizacion de ¢

Con la ecuacion 4.24 puede estudiarse como mejorar los métodos disponibles;
por ejemplo, se puede ver que en €l algommo de Newton-Raphson, tomar distintos
valores de ¢ llevarfa a distintos vectores x**7, alguno mds cercano a la rafz x que
los demés (v€ase Fig. 4.4). La mejora es optimizar el valor de ¢ en el método de
Newton-Raphson.

Para ejemplificar, tomense los valores de la primera iteraccién del ejemplo 4.3

k=0 x* = 0 Yy =0 h = 0.8 j = 088
de aquf: ¢® = [- 0.8 - 0.83|T

y la ecuacién 4.25 queda

= o af

Y=y + 1 af
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4' ', ¥
5
") ]h
4 —
Gl
x()’ 0
1 4 =% ") % °
#} ® cont =2
2 ®
cont = .5 cont =1
1 g X
d
T T T T T T T T T T —t==
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.4 Influencia de ¢ en el vector x**V

Se enlista ahora una serie de valores de ¢ y los correspondientes valores de x#+D.

ot I e
-0.50 044
075 0.66
-1.00 088
-125 , 1.10
a0 132

Para determinar cudl de los xX**1 estd m4s cerca de la rafz x, se desarrolla un
nuevo criterio de convergencia o avance sustentado en la definicién de residuo de
una funcion f (x, y), dada esta tltima asf:

El residuo de una funcién f(xy) en un punto (xj‘, )/‘ ) es el valor de fen (x}‘, yk).

Asf, en el sistema

iy = X +y -4 =0
fsy) = y-x =0
en el punto (1,1) los residuos son

f](l,l)
f2(1’1)

L]
p—
[ ]
+
—
N
i
F -
]
|
[ %4

l
[y
|
it
»n
]
o
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En general, el valor de la funcién suma de residuos al cuadrado

zo=fEahyY + 7 ahyh (4.26)

serd indicativa de la cercania de x® con la raiz x.
Con la aplicacién de este concepto a los distintos vectores x
se tiene

*+1 obtenidos arriba,

Parat = -0.5
Zi+y =[0.42-10(0.4)+0.442+8]2 +[0.4(0.44)2+0.4-10(0.44)+8)2 = 35.57
Parat = -0.75: z,; = 1293
Parat = -1.0: 2z, = 238
Parat = -1.25: 2z, = 0.67

Para ¢ -1.5:  zZ, = 431

De donde Xt correspondiente a ¢ = -1.25 resulta ser el mds cercano a la rafz
x =1 1]

Log valores propuestos de ¢ anteriormente, se eligieron de manera arbitraria al-
rededor de -1 y aunque el valor de —1.25 es el mejor de ellos, no es el 6ptimo de
todos los valores posibles para la primera iteracién.

A continuacion se da una forma de seleccionar los valores de ¢ .

Se selecciona un intervalo de bisqueda [a, b], se calculan valores de ¢ dentro de
ese intervalo de la siguiente manera:

b-a b-a

F y F

donde F son los términos de la serie de Fibonacci

F=1123/5,8, 13,21, 34,55, ..

t=a+

Para cada valor de ¢ se calcula su correspondiente 24, y €l valor minimo de z;
proporcionaré el valor 6ptimo de ¢.

Asf, seleccionando el intervalo [-1,-1.2), el valor minimo de z;4; (= 0.4578) co-
rresponde al valor 6ptimo de ¢ (= -1.184) en la primera iteracién de la solucién
del ejemplo 4.3. Una vez encomrado el valor 6ptimo de ¢ se toma el vector xV
correspondiente y se calcula a? para proceder a optimizar el valor de 7 en 1a segunda
iteracién

X = x(U + £d®

Ejemplo 4.7

Modifique el programa del ejemplo 4.4 para incluir la optimizacién de .
Utilizando el programa resultante, resuelva el sistema del ejemplo 4.4.
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SOLUCION

Las modificaciones consisten en

— Elaborar un subprograma para encontrar el valor de ¢ que minimice la
funcion z;, utilizando la bisqueda de Fibonacci.
— Modificar el subprograma NEWTON del ejemplo 4.4 para utilizar aho-
ra como criterio de convergencia o avance la funcién z; y la llamada a
¢l subprograma de busqueda de Fibonacci.

En el disco (programa 4.2) se muestran los subprogramas NEWOPT y BUS-
CA resultantes. El programa principal y los subprogramas SIMULT y PIVO-
TEO no sufren cambio alguno.

Con el programa resultante y con los valores iniciales
x@ =117

se obtuvieron los siguientes resultados

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

VARI
FUNC
SUMA

1
1

NN

w W

o

~ 2

1.00000
1.95970
39027E+06

.83201
1.00701

62539E+03

53770
11359
74503E+01

50380
01153

.15745E+00

.49935
00190
.17748E-02

49992
-00019
17817E-04

.49998
-.00002
.17825E-06

1.00000
—~624.00000
TOPT =

.08453
-3.77371
TOPT =

04775
-1.13613
TOPT =

.03001
- 30917
TOPT =

02028
-00767
TOPT =

02003
~.00081
TOPT =

.02000
-.00008
TOPT =

LA SOLUCION DEL SISTEMA ES:

1.00000
29.83985
1.833

-1.75525
—24.70092

.9000

—-.64629
-2.47923

9000

-.53527
—-.24846
1.167

-.52103
.04138

9000

~ .52289
.00414

.5000

—-.52308
.00041

.9000

X(1) = .49998116
X(2) = .19999571E-01
X(3) = -.52309883

Obsérvense los valores de TOPT en las diferentes iteraciones.
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Método de Newton-Raphson modificado con optimizacion de ¢
(método SOR)

En el método de Newton-Raphson modificado, 1a expresion general 4.13 puede

identificarse con 1a ecuacién 4.24 directamente con¢ = -1
y d‘-k= afﬁ(xlk+1’x2k+l)---)xi—1k+19xik’"'axnk) 1<i<n
i
P I (¥, 1 xR ke k)
3 .

Con la optimizacion del valor de ¢ en cada iteracién puede acelerarse 1a conver-
gencia. El método asf obtenido

.Xk+1 = xk ﬁ(xlk+lax2k+la--'axi—1k+1’xik)n-yxnk) 1l<i<n
i N of; =" =
Ex—. (xl"“,xz"“,...,x,-_ﬁ“,x;",...,x,,")
i
(4.27)

se conoce como método SOR para sistemas no lineales. A continuacin se resuelve
un ejempio con optimizacion de ¢.

Ejemplo 4.8

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones empleando el método SOR
para sistemas no lineales.

fity) =2 - 10r + 52 + 8
fi5y) =02 +x - 10y + 8

Sean los valores iniciales x° = 0 y yo =0

Sugerencia: Puede seguir los cdlculos usando Math-CAD o un pizarrén
elecr6nico disponible.

SOLUCION

Primero se obtiene

o

LI y Loy -10

dar
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Primera iteracién

9,
Se evalia f; y-(,]!Lxlen[O,O]T

f1(00) = 8, ifl = -10

x|y
yO

Se elige el intervalo de bisqueda [-1.5-0.5]y ¢t = b—(b—a)/F y el primer
valor a prueba es

= -0.5
f1(0,0) 8
=x0 4+ ¢ af] 0-—.5(:1—0—) = 0.4
a 1(0,0)
>
040) =84, 2| - _10
f2( ) » |4 1
)
0.4,0 .
‘(04 0)

A partir del criterio de la suma de los residuos elevados al cuadrado, se
tiene

7, = fE (04,042) + f7 (0.4,042)
= [0.4% —10(0.4)+0.422+8]°+[0.4(0.42)*+0.4-10(0.42) +8] = 37.042
El segundo valor a prucba es ¢ = -1.0, con lo que se obtiene

= 0.8 y! = 0.88 y zy = 23843

Al continuar el proceso de bisqueda se tiene

1 1

t x y -
0.5 04 042 37.04204
1.0 08 0.88 238433
_11666 | 09333 1.0422 0.61508
13 1.04 1.1752 163124
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a + (b-a)/F y se obtiene

1

.

t s y oz
15 | 12 1.38 578774
10 | 08 038 238433
08333 0.6666 0.7222 8.49907

Por lo tanto, el valor 6ptimo de ¢ es —1.1666 y los valores correspondientes
de [xl, yl] = [0.9333,1.0422] se toman como resultados finales de la primera
iteracion.

Segunda iteracién

Con el mismo intervalo de bisqueda [-.5,~1.5] s¢ tiene, cont = b — (b-a)/F

t i ¥y g
-05 0971674 | 1017439 0.107707
-10 1.010048 1.0023179 0.005725
-1.1666 1.022840 0.9947013 0.036074

ycont = a + (b-a)lF

t X ¥ 7
-15 1.048423 0997131 0.166988
-1.0 1.010048 1.0023179 0.005725
~0.8333 0.997257 1.006269 0.004287
0.7 0.987024 1.010217 0027137

El valor 6ptimo de ¢ es -0.8333 y los valores correspondientes de [xz, y2]
= {0.997257,1.006269] se toman como resultados finales de la segunda itera-

cion.

Al continuar el proceso iterativo se obtienen los siguientes valores

k x* y" 2 Lopt

0 | 0.00000 0.0000

1 | 093333 1.0422 0.61508 -1.1666
2 | 0997257 1.006269 0.004287 -0.8333
3 | 1.0008512 1.0012183 0.00008376 -0.8333
4 | 1.000304735 | 1.000076027 | 0.000005224 -1.0

5 | 1.000018997 | 1.000004749 | 0.000000047 -1.0
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Método del descenso de mdxima pendiente

Se ha visto cOmo seguir un camino que permita ir disminuyendo z al optimizar
el tamafio del paso ¢ de un método conocido. Sin embargo, puede elaborarse un
método de solucién de (4.2), construyendo primero una direccion de exploracién d
que permita disminuir el valor de z en una cantidad localmente mdxima y, una vez
encontrada, buscar la ¢ 6ptima en esa direccion. Para el desarrollo de este algoritmo,
son necesarias las siguientes consideraciones.

La figura 4.5 representa una funcién arbitraria z(x,y) por medio de sus curvas de
nivel (conjunto de parejas (xy), para las cuales 2 tiene el mismo valor). En el punto
A, siguiendo perpendicularmente a la curva (direccioén d), se obtiene la forma mas
rdpida de disminuir el valor de z. Obsérvese que en cualquier direcciéon comprendida
entre 1a de d y l1a recta tangente a la curva en el punto A (por ejemplo la direccion
g) también disminuirfa z, aunque no tan rdpidamente.

Para calcular la direccion d dcl descenso de mdxima pendiente en un punto, se
recurre a la definicién de gradiente y sus propiedades, estudiadas en el cdlculo di-
ferencial de varias variables. Como primer paso se recordard la definicion de gra-
diente de una funcién escalar.

Sea f = f(xy) una funcién escalar” dada, con todas sus derivadas parciales de
primer orden continuas, entonces el gradiente de f, denotado por grad f, existe y
estd dado por el vector

graaf = L +§§j,

z(x,y) = 0
z(x,y) = 30

}\/ z(x,y) = 50

tangente a una curva de nivel

Figura 4.5. Curvas de nivel de una funci6n arbitraria z(xy).

*f (%y) es una funcion escalar si a cada pareja ordenada de nimeros reales (xy), se asocia uno y sélo un
ndmero real: f(x, y).
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donde los vectores i y j son de la forma

al sustituir se tiene

y por ultimo

grad f =

Qg ¥y

Este vector grad f tiene, entre otras, las siguientes propiedades.
Sean D el dominio de definicién de fy P cualquier punto de D sobre una curva
de nivel N de f. Si el grad f en P existe y es distinto de cero, entonces

a) El vector grad f en P tiene la direccién en que f crece con méxima rapidez, y
b) Es perpendicular a N en P; esto es, tiene la direccion de 1a normal a N en P.

Por ejemplo, las curvas de nivel f = constante = c de

fEy) = @@ + y?)

son circulos con centro en el origen. El gradiente

Lo =
2
grad f = gz - P,
» 7y

tiene 1a direccién de las normales a los circulos, y su direccién corresponde a la de
miximo aumento de f. Asf, en el punto P(2,1) sobre la curva del nivel con ¢ =
In(22 + 1%) = 1.6 (circulo con centro en el origen de radio 2.236), se tiene

0.8
grad f = [0.4]

Con esta definicion de gradiente y sus propiedades, se retoma el asunto del
cdlculo de la direccién que asegura la disminucién de z = fl (x) + fz (x) (fun-
cion escalar de x y y), en una cantidad localmente maxima en un punto. Se determina
el vector gradiente de z con signo negativo en dicho punto (el signo negativo se

debe a que se quiere que z disminuya). El vector gradiente de z se representa por
Vz. Por tanto, la direccién de descenso més brusco es

= ~(Vz)
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Figura 4.6. Perpendicularidad del vector gradiente a las curvas de nivel.

con cada uno de los componentes de d calculados como

0z oz
d1=-a—x-, d2=5;

Ejemplo 4.9
Obtenga la direccién del descenso de maxima pendiente del sistema
f1 @ Xy x3) = 3x; — COS(xp%3) -~ 0.5 = 0
fr @y xp x3) = xf- 625x7 =0

f3 @pxpx3) = e®1% + 2y + (10n-3)/3 = 0
use como vector inicial a

x©) =

SO O

SOLUCION

2= [ 30, - 08 (1pxy ) 0.5 |2 + [x= 625622 + [ %1% + 20t, + (10m-3)/3 P
d = %ZI = 6 (3, — €08 (Xpx3) 0.5 ) + 4x, (x7- 625x3)
2, enn [ex + 20, + (101-3)/3 ]

az
dy= _&Tz = 2x3sen (X33 ) [ 3x) — €08 (x2x3)-0.5]

~2500x, (22 —625c2) —2x, e*172 [ e*1%2 + 20ty + (107-3 )/3]
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dy = é% = 2rpsen (xzx3 ) [ 3r; —cos (x2x3)-05] +
40[ e 12 +20x; + (10x - 3)/3)

Al evaluar d,,dr yds en x© se obtiene
d, = 90
d, = 0.0
dy = 418.87872
y entonces el vector direccion es

-9
d = - 0.00
418.87872

Una vez calculada la direccién, se utiliza una exploracién unidimensional para
localizar el minimo en esta direccioén (por ejemplo una bisqueda de Fibonacci). Ya
localizado el mfnimo, se calcula una nueva direccién de descenso de mixima pen-
diente y se repite el procedimiento. Generalmente, el método se caracteriza por
cortos movimientos en zig-zag que convergen muy lentamente a la solucion; sin
embargo, se utiliza para acercarse a la solucion y después aplicar un método de alto
orden de convergencia como el de Newton-Raphson; es decir, se emplea como un
método para conseguir "buenos” valores iniciales. Este método puede ejemplificarse
paso a paso con el Math-CAD o un software equivalente y explorar con varios
valores de ¢ para encontrar el Optimo; cabe ensayarlo con diferentes sistemas e
incluso proponer vectores de exploracion; en fin, llevar la matem4tica a nivel expe-
rimental.

Para encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones
no lineales f(x) = O, proporcionar las funciones F(1,x) y las derivadas
parciales de la funcién (ecuacién (4.24)) D(Ix) y los

DATOS: Nimero de ecuaciones N, vector de valores iniciales
X, nimero miximo de iteraciones MAXIT, criterio
de convergencia EPS, intervalo de basqueda [A,B]
y el niimero de puntos de [A,B] por ensayar M.
RESULTADOS: El vector solucién x o mensaje "NO CONVERGE™.
PASO 1. HacerK =1
PASO 2. Mientras K s MAXIT, repetir los pasos 3 a 27.
PASO 3. HacerZ = 0
PASO 4. Hacerl =1
PASO 5. Mientras I < N, repetir los pasos 6 y 7.
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PASO 6.

PASO 7.
PASO 8.
PASO 9.
PASO 10.
PASO 11.

HacerJ =

PASO 12.

PASO 13.
PASO 14.
PASO 15.
PASO 16.

PASO 19.

PASO 20.
PASO 21.

PASO 22.
PASO 23,
PASO 24,
PASO 25.

PASO 28.
PASO 29.

Hacer Z = Z + F(Ix)"2
HacerI =1 + 1

Si Z =< EPS ir al paso 29. De otro modo continuar.
Hacer NP = 0, NU = 1, MENOR = 1E20

1

Mientras J < M, repetir los pasos 12 a 25.

Hacer S = NU + NP,
T=A+ (BASL=1
Hacerxa = x - T * dz
Hacer Z = 0
HacerI =1
Mientras 1 < M, repetir los
pasos 17y 18
PASO 17. Hacer

Z=72Z + F(I,xa)"2
PASO 18. HacerI =1 + 1
Si MENOR < Z, ir al paso 21.
De otro modo continuar.
Hacer MENOR = Z, TOPT = T
Si L. = 0 ir al paso 24. De otro
modo continuar.
Hacer T = B - (B-A)/S,L = 0
Ir al paso 13.
Hacer NP = NU,NU = S
HacerJ =J + 1

PASO 26. Hacerx = x - TOPT * dz
PASO 27. HacerK = K + 1

IMPRIMIR "NO CONVERGE" y TERMINAR.
IMPRIMIR x y TERMINAR.

Ejemplo 4.10

filx, X2, x3) =
falx1, X2, X3) =
f3(x1, X2, x3) = €

empleando como vector inicial:

~¥1%2

x©

SOLUCION

Con el algoritmo 4.5, elabore un programa para resolver el sistema
3% - COS(X2X3) -05=0
xf~625¢3=0

+ 2003 + (102-3)3 = 0

[=N =N )

En el disco se presenta ¢l programa 4.3, basado en el método del descenso
de m4xima pendiente y con btsqueda de Fibonacci.
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Para su empleo, el usuario proporcionari el procedimiento GRADTE, don-
de se forma la funcién z por minimizar y el gradiente de esta funcién Vz.
Enseguida se anotan los resultados que se obtienen

1 0.00000 0.00000  0.00000 1.119E+02 -9.00000 0.00000 418.87867 0.00000
2 0.01127 0.00000 -0.52458 2.150E+00 -8.79711 0.00045 —0.78687 0.00125
3 033117 -0.00002 -0.49587 S5.739E-01 -2.89371 -0.42689 22.10419 0.03636
4 033479  0.000.52 -0.52365 2.582E-01 -2.82390 -0.14421 -0.04868  0.00125
5 0.50090 0.00900 -0.52079 4.279E-02  0.41662 —4.57387 2.06911 0.05882
6 0.50006 0.01827 -0.52498 3.066E-03 0.08554 -~1.84517 -1.46890 0.00203
7 0.49995 0.02058 —0.52314 2.194E-04 -0.03004 0.76145  —0.04293 0.00125
8 0.49997 0.01999 052311 5.252E-08 0.00025 -0.00961 -0.00470 0.00077
9 0.49997 0.02000 -0.52310 3.010E-09 -0.00012 -0.00040 -0.00194 0.00077
10 0.49997 0.02000 -0.52310 5.884E-10 -0.00015 -0.00016 —0.00001 0.00125

LA SOLUCION DEL SISTEMA ES:
X (1) = 049997
X (2) = 0.02000
X (3) = -0.52310

Ejercicios

4.1 Uno de los problemas de ingenierfa quimica, que mejor ilustra la reduccién
de ecuaciones es el cdlculo de la fraccién de vapor V/F en una vaporizacion instan-
tdnea (véase Ejercicio 2.6), donde se tienen las ecuaciones

F=L+V )
Fz; = Ly, + Vy; i=12..,n ¥))
provenientes del balance de materiales; y las relaciones de equilibrio liquido-vapor
Yi .
K = % i=12.n 3)
donde p°
K = _PL i=12.n 4)

PO = 10Ai-B:/(C; +T-21818)

1,2,.n Q)
con las constantes A,, B; y C; dadas para cada componente i.

Ademis se tiene

x, -
1 i

n
2 Z;
i=1

Por otro lado, se tiene en estos problemas generalmente especificadas: z;, i =
1,2,.n-1,P, TyF

y = 0 (6

n
= 1

n

y i

i}

1 ™
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Para un nimero de componentes n = 9 por ejemplo, se tiene entonces un sis-
tema de 39 ecuaciones en las 39 incognitas: L, V, x;, y;, K, P, i = 1,2,....9 y 25, que
puede reducirse, en general, como sigue

Al combinar las ecuaciones (2) y (3) se eliminan las y;, y se obtiene
z, F
i T KV F By (8

Al combinar las ecuaciones (6) y (3)

X

™M =
K

i
M
ol
=

I

(]

...
W
—

-
I
—

o bien:
n
2 5(1-K) = 0 ©)
con la sustitucién de (8) en (9) se tiene
Y F(1-K
E ;__(__E‘_)_ =0 (10)
S KV+L
Perode (1) L = F - V, con lo que queda finalmente:
$ _al-K) »
2 VK- +F (n

Noétese que si se conocen los valores de z;, i=1,2,...,1-1, (usando la ecuacion (7)
se obtiene z,), los valores de A,, B;, C;, i=1,2,...,n y los valores de P y T (usando (35)
y (4) se obtiene K, i=1,2,...,n) y F, la ecuacion (11) es ya s6lo funcién de V, con
lo que se ha reducido el sistema de 39 ecuaciones en 39 incOgnitas a una sola
ecuacién con una incégnita (V), cuya solucién puede obtenerse con alguno de los
métodos del capitulo 2.

4.2 La presion requerida para sumergir un objeto pesado grande en un terreno
suave y homogéneo, que se encuentra sobre un terreno de base dura, puede prede-
cirse a partir de la presién requerida para sumergir objetos mds pequefios en el
mismo suelo*. En particular, 1a presién p requerida para sumergir una ldmina cir-
cular de radio r una distancia d en el terreno suave, donde el terreno de base dura
se encuentra a una distancia D>d debajo de la superficie, puede aproximarse me-
diante una ecuacién de la forma

P = k exp(ky) + ky, (1)

*Richard L. Burden y J. Douglas Faires. Anilisis numérico. Grupo Editorial Iberoamericana (1985).
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donde k;, k; y k3 son constantes que, con k,>0, dependen de d y la consistencia
del terreno pero no del radio de la ldmina.

a) Encuentre los valores de ki, k; y kj si se supone que una ldmina de radio 1
pulgada requiere una presion de 10 lb/pulg2 para sumergirse 1 pie en el terreno
lodoso, una l4mina de radio 2 pulg. requiere una presién de 12 lb/pulg para
sumergzrse 1 pie y una ldmina de radio 3 pulgadas requiere una presion de 15
Ib/pulg” (suponiendo que el lodo tiene una profundidad mayor que 1 pie).

b) Use los célculos de (a) para predecir cudl es la ldmina circular de radio mfnimo
que se necesitarfa para sostener un peso de 500 1b en este terreno, con un
hundimiento de menos de 1 pie.

SOLUCION
Inciso a)
Al sustituir los valores de r y p en (1) para los tres casos, se tiene

10 = k; exp(kz) + k3
12 k; exp(2Zky) + 2k3
15 kq exp(3k2) + 31(3

H

un sistema de tres ecuaciones no lineales en las incognitas ky, ky y k3. Se despeja
k3 de la primera ecuacién

k; = 10 - k; exp(k,)
Se sustituye k; en las dos restantes y se tiene
12 = kjexp(Zk;) + 2[10 - k; exp(ky)]
15 = kexp(3ky) + 3[10 - keexp(ky)]

"

o bien

fi(ky, ko) = kq [exp(2ky ) — 2exp(ky)] + 8 = 0
folky, ky) = ki[exp(3ky) - 3exp(ky)] + 15 = 0 @

un sistema de dos ecuaciones no lineales en las inc6gnitas k; y k.
Al dividir miembro a miembro estas dos ecuaciones

ki[exp (2k;) - 2exp (k)] 8
ki [exp(3k;) - 3exp (k)] -15

se obtiene

, ep (k) - 15 &xp(2;) - o = 0
o bien
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flky) = 15exp(ky) — 8exp(2k;) - 6 = 0 3

una ecuacion no lineal en la incOgnita k,, cuya solucién con el método de Newton-
Raphson visto en el capitulo 2 es

k, = 0.259695;

al sustituir k, en cualquiera de las ecuaciones (2) y despejar se tiene:

-8
k, = = 8.771286,
L= exp (2k,) - Zexp (Ky)

por ultimo:
k; = 10 - kjexp(k,) = -1.372281

Inciso (b)

Un geso de 500 Ib sobre un disco de radio r producird una presién de 500/(7rr2)
Ib/pulg”. Entonces

500
p = 2 = kexp (ky7) + k;yr

0 bien
500
f(r) = kexp(kyr) + kyr — wrl= 0
Para obtener el valor minimo de r, se iguala f’ (r) con cero

, 10007
70 = kikexpky) + k3 + [_7"”_2]'2= 0

lo que origina una ecuacién no lineal en la incognita r, cuya solucion con alguno
de los métodos del capitulo 2 da

r = 3.18516 pulg

que corresponde a un minimo de f (r). El lector puede verificar esto usando alguno
de los criterios del cdlculo diferencial.

4.3 Resuelva el siguiente sistema verificando primero su particion.

e X3 +x, -1 =0
e x22x4x3—x5—6=0
€3 x1x§'7(x4—5)-8=0

ey X3 -3 +6 =0

es: xx3 - x5 + 6 =0
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SOLUCION

Si bien la descomposicién de un sistema en subsistemas es conocida como par-
ticion, la secuencia para resolver los subsistemas resultantes se denomina orden de
precedencia del sistema. Existen algoritmos para partir un conjunto de ecuaciones
y determinar el orden de precedencia. A continuacién se seguirén las ideas de estos
algoritmos a fin de partir el sistema dado.

a) Se forma una matriz de incidencia

X1 X2 X3 X4 Xs
€ 1 1
€2 1 1 1 1
€3 1 1 1
ey 1 1
€5 1 1 1

donde cada fila corresponde a una ecuacién y cada columna a una variable. Un 1
aparece en la fila i y la columna j si la variable x; aparece en la ecuacién ¢;

b) Se rearreglan las filas y columnas para ver mejor las particiones y el orden de
precedencia. Asf, después de un rearreglo se llega a

X1 X4 b2 X3 Xs
o | 0]
S T
e f 1 1 |

donde se nota de inmediato que en las ecuaciones e; y e;4 aparecen solamente las
variables x; y x4 y constituyen entonces un subsistema que puede resolverse primero

e x + x4 =10
ey 3 + x3 = -6

resultax; = 4yx; = 6.
Estos valores se sustituyen en la ecuacion e3 y ésta queda en funcién de x; sola-
mente; por tanto, cOMOo una ecuacién en una incégnita

e 4r}7 -8 =0
resulta x, = 1.5034
Finalmente, las ecuaciones e; y es pueden resolverse para x; y xs, 1o que da

X3 = 1.255
X5 11.0202
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4.4 En un reactor se efectdan las siguientes reacciones en fase gaseosa:

A+ B C+ D 6y

A+ C 2E @

A la temperatura de la reaccion, las constantes de equilibrio son kp;=2.6 y
kp, = 3.1. Las composiciones iniciales son 2 mol/l de Ay 1 mol/l de B.

Calcule la composicion a la salida del reactor, asumiendo que s¢ alcanza el equi-
librio.

SOLUCION

Si x; representa los moles de A convertidos en la reaccién (1) y x, representa
los moles de A convertidos en la reaccién (2), entonces, en el equilibrio tenemos

molesde A = 2 -3 -1
molesdeB = 1 -x
molesde C = x; —x,
molesdeD = x

molessde E = 2x

moles totales = 3

Con la aplicacién de la ley de accién de masas se obtiene

Para la reaccién (1)

_ (- x) ()
26 = Gx—x) ()

Para la reaccion (2)

(2%,)?

3.1 = )
(2-x;-x,) (%1~ %)

que es un sistema de dos ecuaciones no lineales en dos incégnitas, cuya solucién
por el método de Newton-Raphson, por ejemplo, exige:

— Un vector inicial cercano a la solucién, obtenible a partir de consideraciones
fisicas del problema.

— La matriz jacobiana, ampliada con el vector de funciones, que es relativa-
mente facil, puesto que las derivadas parciales son directas.

Vector inicial. En virtud de las funciones y la existencia inicial de 2 moles de A
y 1 mol de B, se propone x; = 0.8 y x, = 0.4.
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Las derivadas parciales para la matriz jacobiana se dan a continuacién

(xl —xz)(xl)
fi(x,0) = (2-x -x)(1l-x)

26 =0

(2)? i
(2-x-x5)(x -x)

ofy (x,%) (2% =) (1-x) (2x %) ~ (1 = %) (%) (3+2y,05)
ax (2% x5) (1¢,) )

ofy (x,%2) (2% ) (1) (%) + (X %) (%) (3, -1)

ax, B ((2=x;-x3) (1-%1) )*
of, (x1,%3) _ —(2))*(2-2x)
ax) ((2-x;-x5) (x;%,) )*

f (x,%) _ 8(2x %) (x;%) %, &, 2 (-1+x,)
ax, B (2, -x,) (5;%,)) %

Con el programa 4.1 del disco se obtienen los siguientes resultados

X (1) X (2) DISTANCIA
80000 .40000

83855 46836 78481E-01
83178 45623 - .13888E-01
83144 45566 .67206E-03
83144 45565 .15044E-05
83144 45565 .11921E-06

LA SOLUCION DEL SISTEMA ES
X(1) = .83143783
X(2) = .45565480

4.5 El mezclado imperfecto en un reactor continuo de tanque agitado, se puede

modelar como dos 0 mds reactores con recirculacion entre ellos, como se muestra
en la figura siguiente.
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F = 251/min
€710 JV
1‘\—’\/\%* '1
F+Fo
C, Cy "

Figura 4.7. Reactores qufmicos con recirculacion.

En este sistema se lleva a cabo una reaccion isotérmica irreversible del tipo
A B de orden 1.8 con respecto al reactante A. Con los datos que
se dan abajo, calcule la concentracion del reactante A en los reactores 1y 2 (Cay
y Caz respectivamente), una vez alcanzado el régimen permanente.

Datos

F = 25 l/min V, = 801

Cao = 1 mol/ V, = 201

Fg = 100 I/min k = 0.2 (/mol)*® (min™)
SOLUCION

Con el balance del componente A en cada uno de los reactores se tiene

Entra - Sale - Reacciona = Acumulacién
Reactor 1
FCpo + FRCaz — (F + FR)Ca; - V1kCp; = 0 1)
Reactor 2
(F + FR)Ca1 - (Fr + F)Caz - V2k Cip = 0 @)

un sistema de dos ecuaciones no lineales en las incognitas Cu; y CAan.
No obstante, se observa que despejando a Cy, de la ecuacin (1)

_ (F + Fr)Ca1 + VikCy — FCxpg

Caz =




y sustituyéndola en la ecuacion (2)

(F + FR)Ca1 + VikCa; - FCag

125C4; — 125

n
(F + Fp) Cas + V1 kCa; - FCapg

Fr

—kV,

Fr

-

=0
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el problema se reduce a una ecuacién no lineal en la incognita C4; cuya solucion
se encuentra empleando alguno de los métodos del capitulo 2 y se deja al lector

como ejercicio.

Resultados:

Cat
Ca2

0.6493
0.6352

4.6 En una ldmpara de arco*, de longitud de arco constante, se observa el voltaje
V empleado por el arco para diversos valores de la corriente [

2 o]

8

v | 160

120

o | 15

62

56

Encuentre la ecuacién que mejor represente estos valores, empleando el criterio

de minimos cuadrados.

SOLUCION

Se traza el diagrama de dispersion

VA

1 @
150

.

. ®

.
100 1

i [ J

] .

1 ®
? o2 T s T T 0 ?1;—

*J. Lipka. Compuaciones grdficas y mecdnicas. Lipka J. CECSA.
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y se observa que la curva suave que pasa por entre los puntos es hiperbdlica y
asintGtica a alguna recta horizontal V = c¢. Con esto, se supone que los datos pue-
den quedar relacionados por la ecuacién

V=al + ¢ (¢))
donde* b < 0.

Los pardmetros g, b y ¢ se determinan minimizando la funcién

6
fla,b,e)=3 (V;-alb-c)y @
i=1

La ecuaci6n (2) se deriva parcialmente con respecto a g, b y ¢, y se igualan a
cero dichas derivadas parciales para obtener

6 6 6
SVt -a S 1% -c3 b =0
i=1 i=1 i=1

6 6 6
SV I, - a 2Pl - ¢ XLl = 0 (3)
i=1 i=1 i=1

6 6
SV, -a XLt - 6¢c = 0
i=1 i=1

un sistema de tres ecuaciones no lineales en las incignitas a, b y c.
Al despejar ¢ de la tercera ecuacion

VvV, -

N =
[« 9k~

i o

6
2 It “)
i=1

y sustituir en las dos primeras, se tiene (escribiendo sélo el simbolo de las suma-
torias y no sus limites)

fitab) = SViIb - a SEP - (S VIS 1+ £ S 1P =0
)
fr(ab)=S Vil inti—a S 1,3l - (S VIS L inl] + 13 1 (S 1, inl)=0

un sistema de dos ecuaciones no lineales en las incognitas a y b cuya solucién
requiere valores iniciales.

*h > 0 en el caso de una pardbola, con ordenada al origen c.
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Para estimar valores iniciales, en la ecuacién (1) se sustituyen tres de los puntos
dados
160 = a 0.5 + ¢
75 =ad +c¢

56 = a12® + ¢

al despejar ¢ de la tercera y sustituir en las dos primeras se tiene

160 = a 0.5* + 56 — a 12
75 = a4 + 56 - al12b

o bien
a(O.S" - 126) = 104

a(4" - 125 =19
Estas dos ultimas ecuaciones se dividen miembro a miembro

0.5% - 126 _ 104
4 -12> 7 19
se rearregla
19 (0.5 + 85 (12)> — 104 (4)* = 0

y se resuelve esta ecuacion no lineal con alguno de los métodos del capftulo 2 para
obtener

b = —0.51952

de donde
a = 89.77

El sistema (5) se resuelve utilizando éstos como valores iniciales y €1 método de
Newton-Raphson multivariable, con 1o que resulta

a = 87.78
b = -0532
y al sustituir en (4) se obtiene
c = 32.86

De tal manera que la ecuacién que mejor ajusta los datos queda
V = 8778 19532 + 32.86

4.7 Para la obtencion de butadieno a partir de etanol en fase vapor, se propone
el siguiente mecanismo de reaccién

CH,~CH,-OH.

CH, =CH, + H,0 )

OH

/
CHyCHyOH————— CH,= ¢  +H, @

H
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OH
pd

CH, = (i + CH;=CH, ——— CH,=CH-HC=CH, + H,0
" 3)

Calcule las composiciones en el equilibrio a 400 °C y 1 atm, si las constantes de
equilibrio son 5.97, 0.27 y 2.8 para las reacciones (1), (2) y (3) respectivamente.
SOLUCION
Base de célculo: 1 mol de etanol.

Six; = moles de etileno producidas en la reaccién(1)

X3 moles de hidrogeno producidas en la reaccién (2)

X3 moles de agua producidas en la reaccion (3)
entonces en el equilibrio se tendrad

moles de etanol = 1 — x; - x;

moles de etileno = x; — x3
moles de agua = x; + x3
moles de hidrégeno = x;
moles de acetaldehido = x; _x3
moles de butadieno = x3
moles totales = 1 + x; + xp

De acuerdo con la ley de accion de masas, se tiene

X +x) (x -x
597 = ( 1(1 _f;) —(xl) 2) 1 +xP +x Ihs
1~ % 17X
(x2-x3) X P Ar
027 = (1=, -x,) 1+x1+x2] 2
x; +x X
28 = (% 3) X3 P 185

(¥y ~¥%3) (ry—x3) "1 +x +x,

donde An; = nimero de moles de los productos-nimero de moles de los reactantes
(en la reaccion i).



SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES 307

Por lo tanto

M =2-1=1
Anz = 2 - 1 =
Ay =2-2=20
Por otro lado
P = 1atm.
T = 673.2K
R = 0.082 atm-1/(mol-K)

Vector inicial. Luego de observar las funciones y el hecho de que la base de
cédlculo es 1 mol de etanol, se propone

x = 07, x, = 02, x = 01

No6tese que x;+x; no debe ser 1, para evitar la division entre cero en las dos
primeras funciones.

Luego de sustituir valores y resolver el sistema de ecuaciones no lineales resul-
tante con el programa 4.1 del disco, se llega a los siguientes resultados

X(1) = 0.71230
X(2) = 0.24645
X(3) = 0.15792

4.8 En una columna de cinco platos, se quiere absorber tolueno contenido en
una corriente de gas V, (moles de gas sin tolueno/min), con un aceite Ly (moles
de aceite sin tolueno/min). Considérese que la relacién de equilibrio estd dada por
la ley de Henry (y = mx), y que la columna opera a régimen permanente. Calcule
la composicion del tolueno en cada plato.

Datos: Vo = 39.6 moles/min
Ly = 6.0 moles/min
Las moles de tolueno/min que entran a la columna
con el gas y el aceite son, respectivamente
TVy = 5.4 moles/min
TLg = 0.0 moles/min
m = 0.155

De aquf

54

Yo =343 396 = 0.12  fraccién mol de tolueno en el gas que entra.

SOLUCION

Los balances de masa para el tolueno en cada plato son (véase Fig. 4.8).
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Plato Balance de tolueno

1 (Vo+TVoyo—(Vo+ TV +(Lo+TLor~(Lo+ TLyJx; =
2 (Vo+ TV )yi~(Vo+ TVo)ya+ Lo+ TLaps—(Lo+ Tloy, =
3 (Vot+TVa)yr«(Vot+TV3)ys+(Lo+TLJrs~(Lo+Tlaps =
4 (VorTVayys(Vo+rTVaya+(Lo+ TLs)rs—(Lo+TLyxy =
5 (Vo+TVa)ys~(Vo+TVs)ys+(Lo+TLopto—(Lo+TLskxs =

o © © © o

donde TV,, TL,, 0<i<5, son los moles de tolueno/min que salen del piato i con el
gas y el aceite, respectivamente.

Figura 4.8. Columna de absorcién de cinco platos.

Como TV,
y; = 'T_VTTVO' y ademds y; = nmx,

se obtiene V,mx
TV, = —u8w—
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Por otro lada

Lox; .
LA ara 0 </ < 5
TL, T-x p i

Con la sustitucién de y;, TV; y TL; en los balances de masa anteriores, resulta el
sistema no lineal siguiente

Vs Vom“ Loxz Lon
Voo + D0 _ vgmx; - +Lo¥2 —Loxl— =0
I-yo 1- xy
Vor'xi Vom2 14#3 Los
Vonxy + l—mxl_v 2~ Ty, T L0+ -Loxz—l 5 0
2.2 22 2 2
omn x; Von'xs Loy Lox3
Vonry + = -V 3—1—mx3 Loxs 1—x4_10x3—1—x3 =
2 2 2
on'x3 Von's} Lo’fs Loxy
Vomx3+1—mx3- (s yupey 4 Lots + —Lo’f4—1_x4 =
22 2.2 2 2
Von'x
Ve + ma - omn S+ Lot Loxp Lt Los _ 0
1 1- 5 l—xo 1—x5

donde x4, X5, ..., Xs son las incognitas.
Este sistema se resuelve con ¢l programa 4.2 con los siguientes valores iniciales
x, = 04,x, = 03,x;3 = 02,x, = 0.1, x5 = 0.05,

los cuales se obtuvieron usando un perfil lineal de concentraciones a lo largo de la
columna. Los resultados obtenidos son

K [ X1y ! X2 | x(3) | X(4) | X(5) | DISTANCIA
0 | .40000 | .30000 | .20000 | .10000 | .05000
1 45756 | 30057 | .19940 | .12100 | .06020 .62120E-01
2 | 45398 | 30115 | .20289 | .12717 | .06318 .85044E-02
3 | 45432 | 30195 | 20424 | .12919 | 06416 27S69E-02
4 | 45444 | 30222 | 20468 | .12986 | 06449 |  91471E-03
5 | 45448 | 30231 | 20483 | .13008 | .06460 30494E-03
6 | 45450. | 30234 | .20488 1 .13016 | .06463 .10179E-03
7 45450 | 30235 | 20489 | .13018 | .06465 | 34040E-04

LA SOLUCION DEL SISTEMA ES
X (1) = .45450091

X (2) = 30234605
X (3) = .20489225
X (4) = .13018015

X (5) = .64646289E-01
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Problemas

4.1 Resuelva ¢l sistema

"
Do
oo

X1x2 + X6x4

X2 x5 + x5 = 12

x; + In(xofg) = 3
x32 +x3=2
X3+ x4 =4

x3x3 + 6) = 7,

utilizando las sugerencias dadas al principio de este capftulo (reduccién, particién, entre
otros).
4.2 Resuelva el sistema

e Xp3 —x4 = 1
€2 X22X32 +x4 =17
€3: x +xp= 6

eq lnxqu2 + x;x42 = 1

mediante tanteo de ecuaciones.
4.3 A partir de consideraciones geométricas demuestre que el sistema no lineal

2+ y2 -x =90
Z-y-y=0,
tiene una solucién no trivial Gnica. Ademas obtenga una estimacion inicial xo, yo y apro-

xime dicha solucién, empleando el método de punto fijo.

4.4 Dado el sistema de ecuaciones no lineales
2+ y = 37
x - y2 =5,
determine un arreglo de la forma
sk y) =x
&xy) =y

y un vector inicial x® que prometa convergencia a una solucion; es decir, que se satisfaga
el sistema de desigualdades (Ec. 4.5).

4.5 Encuentre una solucidn del sistema de ecuaciones del problema anterior, por medio del
método de Newton-Raphson y tomando como valor inicial

a) xy) = (50)

b) x y) = (5-1)
&Qué criterios se pueden aplicar para saber si €l proceso converge y, en tal caso, c6mo
se puede verificar que efectivamente se trata de una solucién?
Sugerencia: Emplee el software del libro.



4.6

4.7

4.8
4.9

4.10

4.11
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Utilice el método de punto fijo multivariable para encontrar una solucién de cada uno
de los siguientes sistemas

a) x1(4 - 0.0003c; — 0.0004xy) =
x(2 - 0.0002¢; - 0.0001xy) = 0

b) X+ 2 -x-23 =0
xf- 87+ 1x3 = 0.0001
x12/(7x2 x3) -1 =0

c) 26 + xp + x3 — 4log(lx; ) = 0

xg + 2 + x3 - 4log(1Qx, ) = 0
x3x2x3 — log(lle3 ) = 0

d) 3x; sen x, <os(x; X3 Ysen x; sen”! (-0.52356) senx; = 0

Xt - 625xf =0
exp(x1 x3) + 2Mx3 = 9471975

Sugerencia: Utilice el Math CAD o Sofware equivalente.

Elabore un programa para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Utilice para ello
¢l algoritmo 4.1.
Emplee el programa del problema 4.7 para resolver los sistemas del problema 4.6.

Mediante el programa 4.1 del apéndice (véase Ej. 4.4), resuelva los siguientes sistemas
de ecuaciones no lineales

a) (x1 + cosxyxpx3 - 1)m =0
A -x)™ + x + x3 (0053 - 0.15) = 1
1+ x2 + 01 - 00y —x3 =0
b) 0.5 sen (x1x3) - x3 /[(4) - 0.5¢) = O
0.920423 [exp(2x;) - exp(1)] + 8.65256x, — 2exp(x;)=0
Emplee EPS = 107%.

Si en la aplicacién del método de Newton-Raphson, en algtin punto del proceso iterativo,
por ejemplo x¢ , el determinante de la matriz jacobiuna evaluado en ese punto es cero,
0 muy cercano a cero, dicho proceso no puede continuarse. (¢Qué hacer en tales casos?
(véase Probl. 2.10).

Los métodos estudiados en este capftulo son aplicables también a sistemas de ecuaciones
lineales y a ecuaciones no lineales en una variable, ya que estos dos son sOlo casos
particulares del caso general de sistemas de ecuaciones no lineales. Por ejemplo, si se
aplicara el método de Newton-Raphson para resolver el sistema lineal

1 -2 + 23 =5
2 -4 + 63 =3
x1-x2 + 33 =4
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4.15
4.16

4.17

4.18
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la matriz de derivadas parciales serfa

4 9 2
J=12 4 6
1 -1 3

Encuentre la solucion utilizando el algoritmo 4.2 con un vector inicial adecuado.

Resuelva el problema 3.33 (considerando ahora que la reaccién es de orden 0.5 con
respecto a Ay la constante de velocidad de reaccién k; es 0.05 %mol®Smint. Emplee
¢l programa del problema 4.7, o bien el programa 4.1 del apéndice.
Repita el problema 3.34, considerando que la reaccién es de orden 0.5 y que la constante
de velocidad de reaccion es 0.05 I mol®3min'. {La conversién de A mejora recircu-
lando los tres tanques en lugar de recircular solamente el primero?
Utilice el método iterativo de punto fijo para resolver el sistema de ecuaciones no lineales
del ejemplo 4.4, con el vector inicial

0

O - [0}
0

Compare la convergencia en los dos casos.

a) con desplazamientos sucesivos

b) con desplazamientos simultdneos

Sugerencia: Emplee el Math-CAD o un software equivalente.

Resuelva el ejercicio 4.8, usando TV = 99

Resuelva fos sistemas de los problemas 4.6 y 4.9 por el método de Newton-Raphson
modificado.

Elabore un programa para resolver sistemas de ecuaciones no lineales por el método de
Newton-Raphson modificado, utilizando para ello ¢l algoritmo 4.3. Resuelva con dicho
programa el sistema

x12 + bc22 + exp(x; +x3) = 6.1718 — x1x3
1y = K13
sen(rps) + x7 = 1141 - x;

utilizando como vector inicial a x@ = [1,1,1]%.

La siguiente tabla representa las temperaturas observadas T(°C) a diferentes tiempos ¢
{min) del agua en un tanque de enfriamiento

0o | 1 2l 3 | s |7 w]| 5| 2

920 | 853 | 795 | 745 | 670 | 605 | 535 | 450 | 395

Encuentre la ecuacién de enfriamiento que mejor represente estos valores, empleando
el criterio de mfimos cuadrados. Véase ejercicio 4.6.
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La relacién entre el rendimiento de un cultivo y la cantidad de fertilizante x, aplicado a
ese cultivo, se ha formulado asf

y=a-5bd”
donde 0 <d <1
Dados los siguientes datos
x 0 1 2 3 4

y | 444 | sa6 | 38 | 657 | 689

obtenga estimaciones de a, b y 4 empleando el método de los mfnimos cuadrados. (Véase
ejercicio 4.6).

Resuelva los sistemas de ecuaciones no lineales del problema 4.9 con el método de
Broyden. Compare el nimero de iteraciones requerido con el nimero requerido en los
métodos de unto ﬁ o y de Ncwton-Raphson multivariable. Emplee en la comparacion
EPS = | x" )] < 1074

Elabore un programa de cémputo para resolver sistemas de ecuaciones no lineales con
¢l método de Broyden.

Emplee para ello el algoritmo 4.4. Resuelva con dicho programa el sistema

x, + 2:2 + exp(x; + x2) = 6.1718 — x1x3
10x2 = X2X3
sen(rxy) + x; = 1141 - x,,

utilizando como vector inicial a x0 = [I,I,I]T

El método de Broyden pertenece a una familia conocida como métodos de Cuasi-New-
ton. Otro de los miembros de dicha familia se obtiene al reemplazar a J ®) de 1a ecuacion
4.18 con una matriz A ("), cuyos componentes son las derivadas parciales numéricas; esto
es, consiste en aproximar las derivadas parciales analfticas de la matriz jacobiana J por
sus correspondientes derivadas parciales numeéricas. Por ejemplo, para una funcién de
dos variables f (x, y) las derivadas parciales numéricas quedan asf

5_[ f(x+h,y) -f(xy)
X

FL LQJ+") f(x,y)
y

donde A es un valor pequefio.

Con las ideas dadas, encuentre una solucién agroxnmada del sistema de ecuaciones no
lineales siguiente usando como vector inicial [x°, yo] —[0,0] .

e =2 -1+ +8=0
L&y =n"+x-10 + 8

n
o
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4.23 Resuelva los sistemas de ecuaciones no lineales de los problemas 4.6 y 4.9, mediante el
método de Newton-Raphson con optimizacién de .

Sugerencia: Emplee el programa 4.2 del apéndice.

4.24 Otra forma de seleccionar los valores del tamafio de la etapa ¢ (véase Sec. 4.6), consiste
en dividir el intervalo de biisqueda [a,b] en dos partes iguales sucesivamente. Esto es

y = (a+ b2,
I =@+ ne, = (1 + b2
= (2 + 1)2, ts = (13 + t1)/2, etc.
Gréficamente:
173 n 3
[ ]
a l‘4 15 b

Para cada valor de ¢t se calcula €l correspondiente zp 44 y el valor minimo de zy4q pro-
porcionard el valor 6ptimo de ¢. Encuentre el valor 6ptimo de ¢ en la primera iteracién
de la soluci6n del ejemplo 4.3 usando este método de cdlculo de t y el intervalo [-1.2,-1].

4.25 Modifique el programa 4.2 del apéndice de modo que se empleen los valores de ¢ cal-
culados en la forma indicada en el anterior.

4.26 Resuelva ¢l siguiente sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, proponiendo en cada
caso vectores iniciales. Emplee en cada caso los métodos que juzgue mds convenientes
y el software de que disponga.

a) ysenx + cosx -z =0

expix + y) - 2 cosx - w15 = 0

y+ 3z +xX =0
b) Inxy) + x2y2 =8

senx + yexp(x) = 2
) x13 + x33 - x33 = 129

xf+ xf-x3 = 975

X1 + x —x3 = 949

4.27 Se desea concentrar una solucién con una concentracion inicial de sélidos de 20% a una

concentracién final de 60% en un evaporador de doble efecto. Se dispone de vapor
saturado a 0.68 atm (10 psig) y el segundo efecto que opera con una presién de vacio
de 0.136 atm (2 psia). (ver figura 4.9).

Si la alimentacion al sistema, 18,240.6 kg/h, entra al primer efecto a 93.3 °C, determine
el drea de los evaporadores, Ay y Ap y la cantidad de vapor requerido.
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V,= FL, V,= L-L,
4 Hl 1_12
P, T, P,T,
_F;____{;_.L ’
h(Te x) Efecto 1 Efecto 2
e LM e
Ho(Po’ To) D R
: Ui’ 4, Tt U, 4y
" _/
Vo’ ho \ \
T L, L,
hLl(T\’ 'xl) hL2(T2’ x2)
Figura 4.9 Sistema de evaporacién de doble efecto.
Otros datos:
Cpr = 0.9 keal/(kg °C) U; = 3,516.5 keal/(hm?)
CP’ L= 0.8 “ U2 = 2,440.4 «“
Cp, 12 = 0.8 “

428 Elmétodo del eigenvalor (valor propio) dominante* para resolver sistemas de ecuaciones

no lineales, consiste en emplear el siguiente algoritmo

RO PRGN T%? &) _ 40

donde 1; es elke;i%envalor dominante de la matriz jacobiana J (véase ecuacién (4.12)),

evaluada en x y aproximado de la siguiente manera

\ - LD _ 4O
xR _ XD

*E. Kehat and M. Shacham. Chemical Processes Simulation Programs-3: Solution of systems of Non-Li-

near Equations. Process Technology Intemational, Vol. 18, pag. 181 (1973).
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0 bien

4.29

4.31

n 2
K+
[ (6 - xky?

=

n
{2 (ot - xt Ty

=1

(2]

Obsérvese ue ([l)ara la )pnmera aplicacién de este algoritmo se requieren tres vectores
iniciales: x los cuales pueden obtenerse, por ejemplo, con el método de
punto fijo mumvarxable

Mediante este algoritmo resuelva el sistema
Ay =X 10+ + 8
ey =n" +x-10 +8

usando como vector inicial: [x0 , y0 ]=[0,0]T y los resultados de las dos primeras itera-
ciones del ejemplo 4.1.

La convergencia del método del eigenvalor dominante (véase Probl. 4.28), puede acele-
rarse usando un factor ¢ de la siguiente manera

WD G0 L D B,

0
0

y ensayando varios valores de t como se hizo en los métodos de Newton-Raphson con
optimizacién de t y del descenso de mdxima pendiente. El valor de ¢ puede calcularse
también calcularse en cada iteracién con una férmula dada por Broyden**, o se usa un
valor constante.

Obtenga una aproximacién a una solucién del sistema dado en el problema 4.28 utili-
zando un valor de t = 0.7

Resuelva los sistemas de ecuaciones no lineales de los problemas 4.6 y 4.9, empieando
el método del descenso de méxima pendiente para obtener valores iniciales; luego, con
esos valores aplique el método de Newton-Raphson o el método de Broyden.
Obsérvese que en el método del descenso de méxnma pendiente se encuentra ¢l minimo
local de la funci6n z; = f;z + f22 -+ f,, Este método puede emplearse para
aproximar el minimo local de una funcién dada analiticamente, tomando dicha funcién
como z. Maodifique ¢l algsorntmo 4.5 para aproximar {os minimos de las funciones siguien-
tes, usando EPS =

a) Z{x, y) = sen(x + y) + senx ~ cosy
b) 210 ¥3) = 37+ % - 3]
c) 2(r, %2, %3) = 2l + 200 + AP - 1

Sugerencia: Grafique la superficie el inciso (a) usando el Math-CAD o el Graphics
Calculus (GC).

**C.G. Broyden. A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations. Math Comp. 19 pég.
577 (1965).




CAPITULO 5

APROXIMACION FUNCIONAL E INTERPOLACION

Seccién 5.1 Aproximacién polinonial simple e interpolacion
Seccién 5.2 Polinomios de Lagrange

Seccién 5.3 Diferencias divididas

Seccién 5.4 Aproximacién polinomial de Newton

Seccién 5.5 Polinomio de Newton en diferencias finitas
Seccién 5.6 Estimacion de errores en la aproximacién
Secci6n 5.7 Aproximacién polinomial segmentaria

Seccién 5.8 Aproximacion polinonial con mfnimos cuadrados
Seccién 5.9 Aproximacién multilineal con minimos cuadrados

EN ESTE CAPITULO se estudiar4 la aproximacion de funciones disponibles en
forma discreta (puntos tabulados), con funciones analfticas sencillas, o bien de apro-
ximaci6n de funciones cuya complicada naturaleza exija su remplazo por funciones
mds simples.

INTRODUCCION

La enorme ventaja de aproximar informacion discreta o funciones "complejas”,
con funciones analfticas sencillas, radica en su mayor facilidad de evaluaciéon y ma-
nipulacion, situacion necesaria en €l campo de la ingenierfa.

Las funciones de aproximacién se obtienen por combinaciones lineales de ele-
mentos de familias de funciones denominadas elementales. En general tendrén la
forma

apgo (¥) + a;1l®) + ..+ a,g,(), (5.1)

donde a;, 0 < i < n, son constantes por determinar y g;(x), 0 < i < n funciones de
una familia particular. Los monomios en x (%, x, x2, ...) constituyen la familia o
grupo mis empleado; sus combinaciones generan aproximaciones del tipo polimonial

ay + ayx + a;x’z + o + a) (5.2)
El grupo conocido como funciones de Fourier
1, sen x, cos x, sen 2x, cos 2x,... ,

al combinarse linealmente, genera aproximaciones del tipo

n n
ay + ), a;cosix + 3 b;senix (5.3)

i=1 i=1
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El grupo de las funciones exponenciales
1, & & ...

también puede usarse del modo siguiente
n
ix
2 ae 4
P S 4

De estos tres tipos de aproximaciones funcionales, las m4s comunes por su faci-
lidad de manejo en evaluaciones, integraciones, derivaciones, etc., son las aproxi-
maciones polinomiales (5.2) y son las que se estudiardn a continuacion.

Sea una funcibn f (x) dada en forma tabular

Para aproximar a f (x) por medio de un polinomio del tipo 5.2, se aplica alguno
de los criterios siguientes: €l de ajuste exacto 0 el de minimos cuadrados.

La técnica del ajuste exacto consiste en encontrar una funcién polinomial que
pase por los puntos dados en Ia tabla (véase Fig. 5.1). El método de minimos cua-
drados consiste en hallar un polinomio que pase entre los puntos y que satisfaga
la condici6én de minimizar la suma de las desviaciones (d;) elevadas al cuadrado; es
decir, que se cumpla

n

Zo (di )* = minimo.

L

Cuando la informacién tabular de que se¢ dispone es aproximada hasta cierto
nimero de cifras significativas, por ejemplo la de tablas de logaritmos o de funciones
de Bessel, se recomienda usar ajuste exacto. En cambio si la informacién tiene
errores considerables, como en el caso de datos experimentales, no tiene sentido
encontrar un polinomio que pase por esos puntos sino mds bien que pase entre
ellos; entonces, el método de minimos cuadrados es aplicable.

Una vez que se obtiene el polinomio de aproximacién, éste puede usarse para
obtener puntos adicionales a los existentes en la tabla, mediante su evaluacion, lo
que se conoce como interpolacion. También puede derivarse o integrarse a fin de
obtener informacién adicional de la funcion tabular.

A continuacién se describen distintas formas de aproximar con polinomios ob-
tenidos por ajuste exacto y su uso en la interpolacion. En la seccion 5.8 se describe
la aproximaci6n polinomial por minimos cuadrados y en el capftulo 6 la derivacion
y la integracion.
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Sxy)

J&x)

fx)

Ve

Figura 5.1. Aproximacién polinomial con criterio de ajuste exacto (curva discontinua) y
con mfnimos cuadrados (curva llena).

SECCION 5.1 APROXIMACION POLINOMIAL SIMPLE E
INTERPOLACION

La interpolaci6n es de gran importancia en el campo de la ingenierfa, ya que al
consultar fuentes de informacién presentadas en forma tabular, es frecuente no
encontrar ¢l valor buscado como un punto en la tabla. Por ejemplo las tablas 5.1
y 5.2 presentan la temperatura de ebullicién de la acetona (C3HgQ) a diferentes
presiones.

Puntos | 0O 1 | 2 3 4 | s 6
Tec)| s65 | 786 | 1130 | 1445 | 1810 | 2050 | 2145
P(am)| 1 2 5| 10 | 20 | 30 | 4

Tabla 5.1 Temperatura de ebullicién de la acetona a diferentes presiones.
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Puntos 0 1 2 3
T(°C) 56.5 113.0 181.0 214.5
P (atm) 1 5 20 40

Tabla 5.2 Temperatura de ebullicién de la acetona a diferentes presiones.

Supéngase que s6lo se dispusiera de la segunda y se desease calcular la tempe-
ratura de ebullicién de la acetona a 2 atm de presion.

Una forma muy comin de resolver este problema es sustituir los puntos (0) y
(1) en la ecuacién de la lfnea recta: p (x) = a4y + ay, de 1al modo que resultan
dos ecuaciones con dos incgnitas que son ag y ;. Con la solucién del sistema se
consigue una aproximacién polinomial de primer grado, lo que permite efectuar
interpolaciones lineales; es decir, se sustituye ¢l punto (0) en la ecuacién de la linea
recta y se obtiene

565 = ay + 1a,
y al sustituir ¢l punto (1)
113 = a4 + Sa,,

sistema que al resolverse daay = 42.375y q; = 14.125
Por lo tanto, estos valores generan la ecuacion

plx) = 42375 + 14.125«x (5.5)

La ecuacifn resultante puede emplearse para aproximar la temperatura cuando
1a presi6n es conocida. Al sustituir la presionx = 2 atm se obtiene una temperatura
de 70.6 °C. A este proceso se le conoce como interpolacion.

Gréficamente la tabla 5.2 puede verse como una serie de puntos (0), (1), (2) y
(3) en un plano P vs T (Fig. 5.2), en donde si se unen con una linea los puntos (0)
y (1), por bilsqueda grifica se obtiene T = 70.6 °C, para P = 2 atm.

En realidad, esta interpolacién s6lo ha consistido en aproximar una funcién ana-
litica desconocida [T = f(P)] dada en forma tabular por medio de una linea recta
que pasa por los puntos (0) y (1).

Para aproximar el valor de la temperatura correspondiente a P = 2 atm se pu-
dieron tomar otros dos puntos distintos, por ejemplo (2) y (3), pero es de suponer
que el resultado tendrfa un margen de error mayor, ya que el valor que se busca
estd entre los puntos (0) y (1).

Si se quisiera una aproximacién mejor al valor "verdadero” de la temperatura
buscada, podrfan unirse més puntos de la tabla con una curva suave (sin picos), por
ejemplo tres (0), (1) y (2) (véase Fig. 5.3) y grdficamente obtener T correspondiente
aP = 2atm.

Analfticamente el problema se resuelve al aproximar la funcién desconocida
[T = f (P)] con un polinomio que pase por los tres puntos (0), (1) y (2). Este
polinomio es una paribola y tiene la forma general

PAx) = G + ap + a7’ (5.6)
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T(¢°C) 1
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70.6

56.5 |
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Fig. 5.2 Interpolacién grifica de la temperatura de ebullicién de la acetona a 2 atm.
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Fig. 5.3. Interpolaci6n gréfica con tres puntos.
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donde los pardmetros ag, a; y a, se determinan sustituyendo cada uno de los tres
puntos conocidos en la ecuacién 5.6; es decir

56.5 = ay + a1 + a,1*

113 = a, + a,5 + a,5 57
181 = ay + 4,20 + a20°
Al resolver el sistema se obtiene
a, = 3985, a, = 17.15, a, = -0.50482
De tal modo que 1a ecuacién polinomial queda
P, (X) = 39.85 + 17.15r — 0.50482¢ (5.8)

y puede emplearse para aproximar algin valor de la temperatura correspondiente
a un valor de presion. Por ejemplo si x = 2 arm, entonces

T = p,(2) = 3985 + 17.15 (2) - 0.50482(2)> = 72.1°C

La aproximacién a la temperatura "correcta” es obviamente mejor en este caso.

Obsérvese que ahora se ha aproximado Ia funcion desconocida {T =f (P)] con
un polinomio de segundo grado (pardbola) que pasa por los tres puntos mds cer-
canos al valor buscado. En general, si se desea aproximar una funcién con un po-
linomio de grado n, se necesitan n+1 puntos, que sustituidos en la ecuacioén poli-
nomial de grado n:

PX) = Gy + ayx + a0 + ...+ a, X (5.9)

generan un sistema de n+1 ecuaciones lineales en las incOgnitas 4, i = 0,1,2,..., n.
Una vez resuelto el sistema se sustituyen los valores de g; en la ecuacién (5.9),
con lo cual se obtiene el polinomio de aproximacién. A este método se le conoce
como aproximacién polinomial simple.
Por otro lado, como se dijo al principio de este capftulo, puede tenerse una
funcién conocida pero muy complicada, por ejemplo

®©

f&x) =kxinhx + % §=:0 C,x" (5.10)

f@) = (2k)'Psenx (5.11)

1a cual conviene, para propdsitos précticos, aproximar con otra funcion més sencilla,
como un polinomio. El procedimiento es generar una tabla de valores mediante la
funcién original y a partir de dicha tabla aplicar el método descrito arriba.
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Para obtener los (n+1) coeficientes del polinomio de grado n (n > 0)
que pasa por (n+1) puntos, proporcionar los

DATOS: El grado del polinomio N y las N+1 parejas de
valores (X(I), FX(I), I=0,1,...,N).

RESULTADOS: Los coeficientes A(0), A(1), ..., A(N) del
polinomio de aproximacion.

PASO 1. Hacerl = 0
PASO 2. Mientras I< N, repetir los pasos 3 a 9.
PASO 3. HacerB(1,0) = 1
PASO 4. HacerJ =1
PASO 5. Mientras J<N, repetir los pasos 6 y 7.
PASO 6. Hacer B(I1J) = B(LJ-1) * X(I)
PASO 7. Hacer]J = J+1
PASO 8  Hacer B(LN+1) = FX(I)
PASO 9. Hacerl = [+1
PASO 10. Resolver el sistema de ecuaciones lineales B a = fx de
orden N-+1 con alguno de los algoritmos del capitulo 3.
PASQO 11. IMPRIMIR A(0), A(1), ..., A(N) y TERMINAR.

SECCION 5.2 POLINOMIOS DE LAGRANGE

El método de aproximacion polinomial dado en la seccién anterior, requiere la
solucién de un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que, cuando el grado del
polinomio es alto, puede presentar inconvenientes. Existen otros métodos de apro-
ximacién polinomial en que no se requiere resolver un sistema de ecuaciones linea-
les y los cdlculos se realizan directamente; entre éstos se encuentra el de aproxima-
cioén polinomial de Lagrange.

Se parte nuevamente de una funcién desconocida f (r) dada en forma tabular y
se asume que un polinomio de primer grado (ecuacion de una lfnea recta) puede
escribirse:

pP) = agx —x;) + a)(x %) (5.12)

donde x, y xo son los argumentos de los puntos conocidos [xg, f (xo)], 1. f (1)), ¥
ap y a; son dos coeficientes por determinar. Para encontrar el valor de ag, se hace
x = Xxo en la ecuacion 5.12, que al despejar da

- P (xp) - f(xq)

(5.13)
Xg—X X —X

0

y para hallar el valor de a,, se sustituye el valor de x con el de x;, con lo que resulta

_P(x) _ f(x)

5.14
X —X XX ©.19)

1
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de tal modo que al sustituir las ecuaciones 5.13 y 5.14 en la 5.12 queda

J(xg f(x)

X ~ x, (x-x) + X -1 (x - x) (515)

p(x) =

0 en forma mds compacta

P@) = L) fxo) + Ly @) f (%) (5-16)
donde
X -Xx X ~ Xy
L) =p— » L) = P (5.17)

De igual manera, un polinomio de segundo grado (ecuacién de una pardbola)
puede escribirse

PAx) = aglx — x,) (¢ - x)Ha; (¢ - X - X)+ax - x)@ - xy) (5-18)

donde xp, x; y X son los argumentos correspondientes a los tres puntos conocidos
[xo, f xo)}s 1, f G1))s [xa, f (x2)); los valores de ag, a, y a; se encuentran sustituyendo
X = X0, X = X} yX = Xy I¢spectivamente, en la ecuacién 5.18 para obtener

L S I ()
07 (xp-x)) (% -x3)° V7 (5 -x) (%, - x)
. - £(x;) (5-19)

(x3 - %) (% — %)

cuyo remplazo en dicha ecuacién genera el siguiente polinomio

Pa) = L) f (o) + Li@)f @) + L) () (5.20)
donde
L (x-x)(x-x) L (x-x)(x-x)
L) = o) M =G )& o)
y (x - %) (x - ;) (5:21)

Ly(x) = {

Xy — X)) (X — Xy)

Por induccién el lector puede obtener polinomios de tercer, cuarto o n-ésimo
grado; éste tltimo queda como se indica a continuacién

P = L) fx) + L) S x) + .. + L, &) &)

donde
(x-x)(x-x)...(x - x,)
(% - x1) (%9 - 23) ... (X = x,)

Lo(x) =
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(x —x)(x —x3)...(x -x,)
(% = %) (% —x3) ... (X = X,)

Li(x) =

(x-x)(x-x)c. (x =-x,4)
(x, —x) (%, = X;) oo (X, ~ X, 1)

que en forma m4s compacta y Gtil para programarse en un lenguaje de computadora
quedaria

L,(x) =

pa(x) = 2 L, (x)f(x;) (522)
donde*
Ly = &)
© =11 =5 (5:23)
]aez

Al combinarse linealmente con f (x;), los polinomios L; (x), denominados poli-

nomios de Lagrange, generan la aproximacién polinomial de Lagrange a la infor-
macién dada en forma tabular.

Ejemplo 5.1
Para la tabla que se presenta a continuacién

a) Obtenga la aproximacion polinomial de Lagrange con todos los puntos
b) Interpole el valor de la funcién f(x) parax = 1.8

i 0 1 2 3
f(x) 3 0 5 7
X 0 1 3 | 6

SOLUCION

a) Obsérvese que hay cuatro puntos en la tabla, por lo que el polinomio
serd de tercer grado. Al sustituir los cuatro puntos en las ecuaciones generales

5.22 y 5.23 se obtiene
3
DEDE) vy os ¢
0
€=0) (x3) (x8) 15y (13) (16)

P3(x) = (x-

I Ce-%) = (x=m)(x = m) o (35 < 30)
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+ (x0)(x-1)(x-6) (3—0)(351)(3—6)

+ (10) (1) (3) 6T (6T (65

al efectuar las operaciones queda

P3(x) =10+ 276-18) (1/6) + (=T + 6x) (<5/18) + (> —4x* + 3x) (7/90)

y finalmente resulta

3 3 276
p(x) = —aO-x3—§-6x2 + T,O—x—S
b) El valor de x=1.8 se sustituye en la aproximacion polinomial de Lagrange
de tercer grado obtenida arriba y se tiene f(1.8) = 2.

Obsérvese que si se remplaza x con cualquiera de los valores dados en la tabla,

en la aproximacién polinomial, se obtiene el valor de la funcién dado por la misma
tabla.

Ejemplo 5.2

Encuentre tanto la aproximacién polinomial de Lagrange a la tabla 5.2
como el valor de la temperatura para una presién de 2 atm utilizando esta
aproximacion.

SOLUCION

a) Aproximacion polinomial de Lagrange mediante dos puntos (n = 1)

p(x) =

;0__2 f(xo) + ;1_):’0 f(x) (5.24)

al sustituir los primeros dos puntos de la tabla resulta

x -5 x -1
P(X)=T'_—'5“56.5+ 5 _1

113

Observe que la ecuacién 5.24 es equivalente a la 5.5 y, por lo tanto, al
sustituir x = 2 se obtiene el mismo resultado T = 70.6 °C, como era de es-
perar.
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b) Aproximacién polinomial de Lagrange con tres puntos (n=2)

(x -x)(x - x) (x —=x) (x - x3)
-X;) [(xo) * (¥ = x9) (x; — %)

f(xy)

(x —x) (x - x;)
(2 - %) (%2 — x5

) f (X 2)
al sustituir los primeros tres puntos de la tabla, se obtiene

_ (x=5)(x=20) (x-1) (x=20) (x-1) (x-5)
Pa(x) = (1-5) (1-20) 565 + (5-1)(520) 113+ (20-1)(20-5) 181

(5.25)

polinomio que puede servir para interpolar la temperatura de ebullicion de
la acetona a la presién de 2 atm; asf, el resultado queda T= 72.1. Observe
que la ecuacion 5.25 equivale a 1a 5.8.

¢) La tabla 5.2 contiene cuatro puntos, por 1o que la aproximacién polino-
mial de mayor grado posible es 3. Se desarrolla la ecuacion 5.22 para n=3

_ (r-x)(x-x5) (x-x3) (x-xy) (x-x,) (x-23)
ps(x)= (x9=x1) (x-%;) (xo‘xs)f(xO) * (x1-%9) (x1-x3) (% ~x3 )f(x1 )
(x-xp) (x-x;) (x-x3) (x-x) (x-x;) (x-x3) (%)

2S5 0a) +

(x3-Xg) (xp-x1) (X3 (x3-x9) (X3-%;) (x3-%;)

(5.26)
Al sustituir los puntos de la tabla, se obtiene

_ (x-5)(x-20) (x—40) (x-1)(x-20) (x40)
P3(X) = (1759 (1220) (140) 0> ¥ (551) (5-20) (540) 13+

_(x-1) (x=5) (x-40) (x-1) (x=5) (x-20)
(20-1)(20-5) (2040) 1 * (40-1) (40-5 ) (4020 2143

y al simplificar queda

psx) = 0010772° - 078323 % + 184923 x + 38.774
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el cual puede emplearse para encontrar el valor de la temperatura correspon-
diente a la presion de 2 atm. Con la sustitucién de x = 2y al evaluar p;3(x)

queda:

T = f(2) = p3(2) = 0.01077(2)>+0.78323(2)% +18.4923(2)+38.774 = 72.7

Para interpolar con polinomios de Lagrange de grado N, proporcionar los

DATOS:

RESULTADOS:

PASO 1. Hacer FXINT = 0
PASO 2. Hacerl = 0

PASO 3. Mientras I =< N, repetir los pasos 4 a 10

PASO 4.
PASO 5.
PASO 6.

PASO 9.
PASO 10.

PASO 11. IMPRIMIR FXINT y TERMINAR.

El grado del polinomio N, las N+1 parejas de
valores (X(I), FX(I), I=0,1,...,N) y el valor
para el que se desea la interpolacién XINT.

La aproximacién FXINT, el valor de la funcién
en XINT.

HacerL = 1
HacerJ = 0
Mientras J < N, repetir los pasos 7y 8
PASO 7. Sil =]
Hacer L=L*(XINT-X()))/(X(1)-X(J))
PASO 8 Hacer] =J + 1
Hacer FXINT = FXINT + L*FX(I)
HacerI =1 + 1

Ejemplo 5.3

Elabore un programa para aproximar la funcién f(x) = cos x en el inter-
valo [0, &z], con polinomios de Lagrange de grado 1, 2, 3, .., 10. Use los
puntos que se requieran, distribuidos regularmente en el intervalo.

Determine en forma prictica el error mdximo que se comete al aproximar
con los polinomios de los diferentes grados y compare los resultados.

SOLUCION

El programa se encuentra en el disco (programa 5.1).

Para calcular el error maximo se dividi6 el intervalo [0, 8z] en 20 subin-
tervalos y se calcul§ el valor con el polinomio interpolante y el valor verdadero
con la funcién cos x, determinando el error absoluto. Se obtuvieron los si-

guientes resultados
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Grado Error miximo
2.23627
2 2.23622
3 3.17025
4 2.23627
S 4.04277
6 4.1879
7 5.68560
8 33.74134
9 12.82475
10 3595174
Se observa que al aumentar el grado del polinomio, el error absoluto ma-
ximo va aumentando.

Antes de pasar al estudio de otra forma de aproximacién polinomial (de Newton),
se requiere €l conocimiento de las diferencias divididas, las cuales se presentan a
continuacion.

SECCION 5.3 DIFERENCIAS DIVIDIDAS
Por definicion de derivada en el punto x, de una funcién analitica f(x) se tiene

f(x) - f(x)

f’@) = lim T

x = X

Sin embargo, cuando la funcién estd en forma tabular

Puntos 0 1 2 n
x Xg. X1 b o) Xn
f(x) | fixo) | f(x1) | f(x2) f(xa)

la derivada s6lo puede obtenerse aproximadamente; por ejemplo, si se desea la
derivada en el punto x, (¥o< x < x;), puede estimarse como sigue

[(x1) - f(x0)

[ =

X <x <x
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El lado derecho de la expresion anterior se conoce como la primera* diferencia
dividida de f (x) respecto a los argumentos xy y x; y s¢ denota generalmente como

[ o, x1]; asf
f(x1) - f(xo)

fBoxn] = —F—+
La relacion entre la primera diferencia dividida y la primera derivada queda es-
tablecida por el teorema del valor medio

M = [ (&), § ¢ (x1, %)

1~ Xo

siempre y cuando f (x) satisfaga las condiciones de aplicabilidad de dicho teorema.
Para obtener aproximaciones de derivadas de orden més alto, se extiende el con-

cepto de diferencias divididas a 6rdenes mds altos como se ve ¢n la tabla 5.3, en

donde para uniformar la notacién se han escrito los valores funcionales en los ar-

gumentos x;, 0<i<n, como f [x;] y se les llama diferencias divididas de orden cero.

Por otro lado, de acuerdo con la tabla 5.3, la diferencia de orden i es

X1 3 X2y enn s Xi =T 1 X0 s X1y een s Xi
f[’fo,xbxz,---,x,'] =f[ 1,42 !l] f[ 0,41 ’ 11]
X; — Xg

En esta expresion puede observarse que

a) Para formarla se requieren i + 1 puntosy
b) El numerador es la resta de dos diferencias de orden i — 1y el denominador
la resta de los argumentos no comunes en el numerador.

Ejemplo 5.4

La informaci6n de la tabla siguiente se obtuvo del polinomio

Puntos | o0 | 1 | 2 | 3 | a4 | s

flxy | 18 | s 2 | -2 7 142

A partir de ella, elabore una tabla de diferencias divididas.

*Se llama también diferencia dividida de primer orden.
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SOLUCION

Las primeras diferencias divididas mediante los puntos (0), (1) y (1), (2),
respectivamente, son

Shorl = T =15 Sl = FogE =3

La segunda diferencia dividida mediante los puntos (0), (1) y (2) es

[Boxp 1] = = -5

(*2)

de igual manera se calculan las demds diferencias divididas, que se resumen
en la siguiente tabla

Puntosf ~x  |f(x)] lerordén | 2do orden | 3er orden | 40 orden
— ,';-—1'8 — : , :
13
1 -1 =5 o 5
| s | .
2 | 0|22 | -1 0
; 0 1
3 212 3 0
9 1
4 3 .7 : 9

Debe notarse que todas las diferencias divididas de tercer orden tienen el
mismo valor, independientemente de los argumentos que se usen para su cél-
culo. Obsérvese también que las diferencias divididas de cuarto orden son
todas cero, lo cual concuerda con que la tercera y cuarta derivada de un po-
linomio de tercer grado son -—respectivamente-— una constante y cero, sea
cual sea el valor del argumento x. El razonamiento inverso también es vilido:
si al construir una tabla de diferencias divididas en alguna de las columnas el
valor es constante (y en la siguiente columna es cero), 1a informacién proviene
de un polinomio de grado igual al orden de las diferencias que tengan valores
constantes.
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Para obtener la tabla de diferencias divididas de una funcién
dada en forma tabular, proporcionar los

DATOS: El niimero de parejas M de 1a funcion tabular
y las parejas de valores (X(I),FX(I),
1=0, 1, 2,.., M-1).
RESULTADOS: La tabla de diferencias divididas T.
PASO Hacer N = M-1

1.
PASO 2. Hacerl =0
PASO 3. Mientras I < N-1, repetir los pasos 4y 5.
PASO 4. Hacer T(1,0)=(FX(I+1)-FX(I))/(X(1+1)-X(I))
PASO 5. HacerI = I+1
PASO 6. Hacer]J = 1
PASO 7. Mientras J < N-1, repetir los pasos 8 a 12.
PASO 8. Hacerl =]
PASO 9. Mientras I < N-1, repetir los pasos 10y 11.
PASO 10. Hacer
T(L)=(T(1-1)-
TI-LI-H)H)/(XA+1)-X(1-J))
PASO 11. Hacer I = I+1
PASO 12. Hacer J = J+1
PASO 13. IMPRIMIR T y TERMINAR.

SECCION 5.4 APROXIMACION POLINOMIAL DE NEWTON

Supdngase que se tiene una funcién dada en forma tabular como se presenta a
continuacién

Puntos 0 1 2 3 e n
P 4 . Xo X1 X2 X3 e i Xy
F(x) | fixl | fla]l | flx] [1x] Slx]

¥y que se desea aproximarla preliminarmente con un polinomio de primer grado que
pasa por ejemplo por los puntos (0) y (1). Sea ademé4s dicho polinomio de la forma

px) = ay + a,x - xy), (5:27)

donde x, es la abscisa del punto (0) y ao, a1 son constantes por determinar. Para
encontrar ¢l valor de ag se hace x = x¢ de donde ag = p(xp) = f [xo] ya fin de
encontrar el valor de 4, se hace x = x;, de donde a; = (f [r1] - f [xo])/(x1 — xqo),
o sea la primera diferencia dividida f fx;, xo).
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Al sustituir los valores de estas constantes en la ecuacién 5.27 ésta queda

P = f] + & ~ xp) fxg, xy]

0 sea un polinomio de primer grado en términos de diferencias divididas.
Y si ahora se desea aproximar la funcién tabular con un polinomio de segundo
grado que pase por los puntos (0), (1) y (2) y que tenga la forma

P () = ay + a; (x - xp) + ax ~ x)(x - xy), (5.28)

donde xg y x; vuelven a ser las abscisas de los puntos (0) y (1) y 4o, a; ¥ 42 son
constantes por determinar, se procede como en la forma anterior para encontrar
estas constantes; o sea

six = xp,a) = pr (xo) = f[x0]

_fIal-flx] _

six = x;,a
1 1 X1 - Xo

f Bo, x3]

flal-fIx]

X1 — Xp

fx2] = fx] - (x2-x)

(%2 = x0) (x2 - x1)

six X3 Ay =

al desarrollar algebraicamente el numerador y el denominador de a, se llega a*

J[x%] -11x] _f[xll - [x]

Xy — X Xy — Xy

=f bro.x1.2;]

a, =
2 X, — X,

que es la segunda diferencia dividida respecto a xg, x; ¥ x».
Con la sustitucién de estos coeficientes en 1a ecuacion 5.28 se obtiene

Px) = flxl + x - x) f[xp 11 ] + (xg)(x—xy) [ Ko Xy, X3

que es un polinomio de segundo grado en términos de diferencias divididas.
Por inducci6n se puede establecer que, en general, para un polinomio de grado
n escrito en la forma

P.(®) = agta,(x-xp)+ay(xxp)(x-x))+...+a,(x-xg) (x-=x,)... (%, ;) (5-29)

*Véase ¢l problema 5.11
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y que pasa por los puntos (0), (1), (2),..., (#); l0s coeficientes ay, ay...., a, estdn dados
por

ay = [ [xl
ay = [ g, x1]
ay = f o, x1, X3}

a, = f [XO’ X1 X2y «ory X,,]

Esta aproximacion polinomial se conoce como apoximacion polinomial de New-
ton, la cual se puede expresar sintéticamente como

n k-1
P(x)=3% a [ (x~-x) (5.30)
k=0 i=0

Ejemplo 5.5

Elabore una aproximacién polinomial de Newton para la informacion ta-
bular de las presiones de vapor de la acetona (tabla 5.2) e interpole la tem-
peratura para una presién de 2 atm.

SOLUCION

Para el cdlculo de los coeficientes del polinomio de Newton, se construye
la tabla de diferencias divididas

Diferencia divididas
Puntos P T - Primera Segunda Tercera
0 1 56.5
14.125
1 5 113 -0.50482
4.533 0.01085
2 20 181 -0.08167
1.675
3 40 214.5
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a)Paran = 1
P () = agta@-xg) = f[xo} + f[x0x]x0)
de la tabla se tiene f [xg] = 56.5yf [xo, 1] = 14.125, de donde
p ) = 565 + 14.125(x - 1)
ecuacién que equivale a las obtenidas anteriormente (5.5 y 5.24).
Six = 2,f(2) = p(2) = 565 + 14.125(2-1) = 70.6 °C
byParan = 2

P2x) = ag+a;(x—xo)+ax(x~xg)(x—x1)

= f ol +f o, x1]@x=x0) +f [ro, x1, 2] (x—xX0) (x-x1)

de la tabla se obtienen ay =f [xg] = 56.5, a; =f [xo,x1] = 14.125, a3 =
f [ro, x1, x2] = -0.50482, que al sustituirse en la ecuacién de arriba dan

p2 () = 565 + 14.125(x - 1) — 0.50482(x - 1)(x - 5)
ecuacion que equivale a 5.8y 5.25
Six = 2, f(2) = py(2)=56.5+14.125(2-1)-0.50482(2-1)(2-5)=72.1 °C
c)Paran = 3

p3 (x) = ag+ay(x-xg)+ax(x-xg)(x-x1)+asz(x—xg)(x-x1)(x-x2)
= f [xo)+f fro» x1](e-x0) +f o, x1, X2} (x—x0) (x=x1) +

f bro, x1, X2, X3)(x0) (x-X1) (x=x2)
de la tabla se obtienen ag =f [x¢] =56.5, a1 =f [xo, x;1]=14.125,
ay =f [xo, x1, x2)=-0.50842, a3 = f [xo, X1, X2, x3]=0.01085.
que sustituidas generan el polinomio de aproximacion
p3 (1) = 56.5+14.125(x-1)-0.50482(x~1)(x-5)+0.01085(x~1) (x-5) (x-20)

y que es esencialmente el polinomio obtenido con €l método de Lagrange
(ecuacién 5.26).

Six = 2,f(2) = ps (2) = 56.5+14.125(2-1)-0.50482(2-1)(2-5)+
0.01085(2-1)(2-5)(2-20) = 71.6 °C
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Ejemplo 5.6

Aproxime la temperatura de ebullicién de la acetona a una presion de 30
atm usando aproximacién polinomial de Newton de grado dos (véase Ej. 5.5).

SOLUCION

Se hace pasar el polinomio de Newton por los puntos (1), (2) y (3), con lo
que toma la forma

P2 () = ag + ailx - x1) + ax)x - x)(x - X),
con los coeficientes dados ahora de la siguiente manera

ag = f ]
a = f[xb X2]

ay = [ [, xp x3].
Al sustituir

P2y = fla] + flaxd &8 - x) + fleexs] @e-x1) (x=x2)
= 113 + 4.533@ - x7) — 0.08167(x - x)(x — X2)

y al evaluar dicho polinomio enx = 30, se obtiene la aproximacion buscada

113 + 4.533(30 - 5) — 0.08167(30 — 5)(30 - 20)
205.9

T = px(30)

El valor reportado en la tabla 5.1 es 205, por lo que la aproximacién es
buena.

Para interpolar con polinomios de Newton en diferencias
divididas de grado N, proporcionar los

DATOS: El grado del polinomio N, las N+1 parejas de
valores (X(I), FX(I), I1=0, 1,2,..,N) y el valor
para el que se desea interpolar XINT.

RESULTADOS: La aproximacién FXINT al valor de la funcién
en XINT.
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PASO 1. Realizar los pasos 2 a 12 del algoritmo 5.3.
PASO 2. Hacer FXINT = FX(0)

PASO 3. HacerI = 0

PASO 4. Mientras I < N-1, repetir los pasos 5 a 11.

PASO 5. HacerP =1

PASO 6. HacerJ = 0

PASO 7. Mientras J < I, repetir los pasos 8 y 9.
PASO 8. Hacer P = P * (XINT - X(J))
PASO 9. HacerJ =1J + 1

PASO 10. Hacer FXINT = FXINT + T(L,D)*P

PASO 11.HacerI =1 + 1

PASO 12. IMPRIMIR FXINT y TERMINAR.

SECCION 5.5 POLINOMIO DE NEWTON EN DIFERENCIAS
FINITAS

Cuando la distancia k& entre dos argumentos consecutivos cualesquiera, es la mis-
ma a lo largo de la tabla, el polinomio de Newton en diferencias divididas puede
expresarse con més sencillez. Para este propdsito se introduce un nuevo pardmetro
s, definido en x = x,+sh, con el cual se expresa el factor productoria

k-1

I G-,

de 1a ecuacién 5.30 en términos de 5 y k. Para esto obsérvese que x; — xo = A,
X3 - xg = 24, .., x; - xo = ih 'y que restando x;(0 < i < n) en ambos miembros
dex = xy + sh, se obtiene

X-x=2xy—X; + sh = -h + sh = h(s - i) para (Osisn)
Por ejemplosii = 1,
x~-x3 = h(s - 1)
sii = 2,

X-X = h(s - 2)

Al sustituir cada una de las diferencias (x ~ x;) con k(s — i), en la ecuacion 5.29,
se llega a
Pa(X) = Pa (o + sh) =f [xo] + hsf [xo,x1 ] + K> s(s-1)f [%0,%1,%2]
+ h® s(s-1)(s-2)f oo X1, X2 X3] + ... (531)
+ K" 5(s-1)(5-2)...(s~(n-1))f [xg, X1, woey Xn]
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0 en forma compacta
n k-1

P =3 & h"il;[0 (s - i) (532)

k=0

Esta dltima ecuacién puede simplificarse aiin mds si se introduce el operador
lineal A, conocido como operador lineal en diferencias hacia delante y definido
sobre f(x) como

Afx) = fix +h) - fx)

La segunda diferencia hacia delante puede obtenerse como sigue

]

Af@)y =A@ + k) - f()

=Af(x + B -AfEx)
=fe+h+h-fx+h-f@x+h +f@x
=f@+20)-2A@+h) +f)

A su vez, las diferencias hacia delante de orden superior se generan como sigue

Afa) =A@ )

Estas diferencias se conocen como diferencias finitas hacia delante. Anidlogamen-
te cabe definir V como operador lineal de diferencias hacia atrds; asf, la primera
diferencia hacia atrds se expresa como

Vo) = fa) - fix - h)
La segunda diferencia hacia atrds queda
Vfw) = V(Vfx) = V() - fix - h))
V2 fx) = fix) - fix - k) - fix - k) + fix - 2h)
V2 fx) = fix) - 2ftx - h) + fix - 2k)

de tal modo que las diferencias hacia atrds de orden superior se expresan en tér-
minos generales como

A (A fx))

V) = V(v fixy).

Estas diferencias se conocen como diferencias finitas hacia atrés.
Al aplicar A al primer valor funcional f [r;] de una tabla se tiene

Af o) = flal - fIx] = hf o, 1],

de manera que

flx0,x] = % Af (x0)

Del mismo modo
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fln]-fla]l flx]-f[x]

fx,x1,0] = Y2~ % - X1 ~ Xp =f[xz]—2f[x12]+f[x0]
2= % 2h
por lo que -
[ [x0,x1,x2] = Py A%f (xg)
En general ;
— n
f [x0’xla"')xn] = oK A f(xo) (5’33)

De igual manera, las diferencias divididas en funcién de las diferencias hacia atras
quedan

1
[ Borttsato] = == V1 () (5:34)
Consecuentemente, al sustituir f [xg, 1y, ..., X;}, (0=<i<n) en términos de diferencias
finitas, la ecuaci6én 5.31 queda

Pn @) = paGubsh) = flrol + sAf [ro] +25TE AT [ +

s(s-1)(s-2
+ 31

+ s(s—Q(s—Zl.'..(s—(n—l)) A

Af[xe] + ... (5.35)

[ [%0]

conocido como el polinomio de Newton en diferencias finitas hacia delante.

Existe una expresion equivalente a la 5.35 para diferencias hacia atrds (polinomio
de Newton en diferencias finitas hacia atris), cuya obtencion se motiva al final del
ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.7

La siguiente tabla proporciona las presiones de vapor en lb/plg2 a diferentes
temperaturas para el 1-3 butadieno.

puntos | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | s
e o | o | 10 | s | % | w00

| Poplg? | 2494 | 3011 | 3605 | 4284 | 5057 | 5930

Aproxime la funcién tabulada por el polinomio de Newton en diferencias
hacia delante e interpole la presion a la temperatura de 64 °F.
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SOLUCION

Primero se construye la tabla de diferencias hacia delante como sigue

FR R U e B e | am
0 |s0|2e8a] SR PR
| | Mml=ss4) - |ATIS008]
2 70‘:;‘56;05 | |aYma-oss| ‘“Z‘\o],go.m
PPN R R
3 | 80| 4284  |aYmgm004| AYler)=-003
Af;x,]s7.73 f | A¥x,]=0.06
4 |9 |s0s7 A¥fxs}=1.00
Affx =873
s |100] 5930

Observe que en esta informacién A=10, el valor por interpolar es 64 y que
el valor de s se obtiene de 1a expresibn x = xo + sh; esto es

_ X=X _64-50 _
- h 10

Si se deseara aproximar con un polinomio de primer grado, se tomarfan
s6lo los dos primeros términos de la ecuacién 5.35; 0 sea,

p@x) = fx] + sAf fxg] = 24.94 + 14(5.17) = 32.17

Notese que realmente se estd extrapolando, ya que el valor de x queda fuera
del intervalo de los puntos que se usaron para formar ¢l polinomio de apro-
ximacién.

Intuitivamente se piensa que se obtendrfa una aproximacién mejor con los
puntos (1) y (2). Sin embargo, la ecuacién 5.35 se desarrollé usando x5 como
pivote y para aplicarla con el punto (1) y (2) debe modificarse a la forma
siguiente

14

Pu(x) = flx+sh] = flx]+s87[x ] + 252D A%+ .

-1)...(s—(n-1 ,. ]
RICIECICES) U (5:36)
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la cual usa como pivote x; y cuyos primeros dos términos dan la aproximacion
polinomial de primer grado

X-X 64 -60 _

p) = fix1] + sAflx;] donde ahoras = A 10

0.4;

al sustituir valores de la tabla se tiene

32.49

f(64) =~ p (64) = 30.11 + 0.4(5.94)

En cambio, si se deseara aproximar con un polinomio de segundo grado,
se requerirfan tres puntos y serfa aconsejable tomar (0), (1) y (2) en lugar de
(1), (2) y (3), ya que el argumento por interpolar estd mds al centro de los
primeros. Con esta seleccién y la ecuacién 5.35 queda

pox) = fx] + s&f o] + S_(Z-Tu A% f(x0]

donde

s =1%o _ 64 -50 _
R 10
este valor se sustituye arriba y queda

1.4;

pa64) = 2494 + 14(5.17) + 14 124, =1 077 = 32385

Si se quisiera interpolar el valor de la presion a una temperatura de 98 °F,
tendria que desarrollarse una ecuacién de Newton en diferencias hacia delante,
usando como pivote el punto (4) para un polinomio de primer grado o el
punto (3) para un polinomio de segundo grado, etc. Sin embargo, esto €s
factible usando un solo pivote (el punto S en este caso), independientemente
del grado del polinomio por usar, si se emplean diferencias hacia atrés.

Para esto se debe desarrollar una ecuacién equivalente a la 5.35 pero en
diferencias hacia atrés; este desarrollo se presenta a continuacién en dos pasos
—el primero es un resultado necesario.

Primer paso

Obtenci6n del polinomio de Newton en diferencias divididas hacia atrds de
grado n apoyado en ¢l punto x,

Para simplificar se inicia con n = 2y se asume que un polinomio de se-
gundo grado en general tiene la forma

p2x) = ap + ai(x - x,) + axx - x)(x - Xn1)

donde aq, a1 y a, son las constantes por determinar y x, y X, 1as abscisas de
los puntos (n) y (n—1), respectivamente.

Six = x, a0 = p(x,) = f[xl
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p2 ("";,1_2 :5: ) S B X1]

Six Xp_1, G4

. D2 (xn—Z)—pZ (xn ) - f[xn—l ,X,,] (xn—2 - xn)
Slx = %oz = (xn2 = X2 ) (Xn2 = Xp1)

al desarrollar algebraicamente el numerador y el denominador de a; se llega a

a = f [xm Xn 15 xn—2]
al sustituir estas constantes en el polinomio queda
P2 (x) =f[xn] + (X—X,, )f[xn s Xn-1 ] + (X—X,, ) (x_xn—l )f[xn > Xn-1 ,X,,_z]

De lo anterior se puede inducir que, en general, para un polinomio de
grado n escrito en la forma

Pn (x) = a0+a1(x_xn)+a2(x— n)(x_xn—l)+“'+an(x_xn)(x_xn—1)"'(x_xl)s (5.37)
los coeficientes ag, ay, 43,--., a, €stdn dados por

ap = f[xn]
ay = f [ Xa1]

a, = f [X,,, Xn-1s Xp-2> ooey xO]

Segundo paso

Obtencién del polinomio de Newton en diferencias finitas hacia atrds de

grado n, apoyado en €l punto x,.
Las ecuaciones* siguientes se pueden construir introduciendo el pardmetro

s definido ahora por la expresionx = x, + sh.

X —-x, = sh

h(s + 1)
his + 2)

X =Xy =X, - Xp1 + Sh

X —X,p = X, — Xp2 + sh

X ~Xy =X, -Xp + Sh = h(s + n)

*Recuérdese que se considera aquf que la diferencia entre dos argumentos consecutivos cualesquiera es h.
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Al sustituir las ecuaciones anteriores y los coeficientes f [x,], f Fn» Xn-1]s oo

f Fns Xu1s - Xg] €n la ecuacién 5.37 en términos de diferencias finitas (Ec.
5.34), finalmente queda

Pa(xa + sh) = flx] + 59f 5] + LEE L w2ppey 4
(538)

+ s(s + 1)... (s+(n-1))
n!

V' flxa]

que es la ecuacién de Newton en diferencias hacia atrés.

Ejemplo 5.8

Interpole el valor de la presi6n a una temperatura de 98 °F, utilizando la
tabla de presiones de vapor del ejemplo 5.7 y el polinomio de Newton (5.38).

SOLUCION

Primero se construye la tabla de diferencias hacia atrds como sigue

Punto| x | fit) | Vfix Vil | Vi | YR
0 | 50 |2494 | |
| | Vf]=5.17
1| 60 |3011 Vir]=0.77
, | Vipo]=594 | V3fs]=008 |
2 | 70 |360s | v =085 | Vxg] =001
| | Vfixs] =6.79 | V] =009
3 | 8 |4284 Vir =094 Vflxs]=-0.03
VfIxs]=7.73 V3flxs]=0.06 —
4 | 90 | 5057 V¥lxs)=1.00
Vfixs]=8.73 —
| 5 | 100 | 5930° —

Si se usa un polinomio de primer grado, se tiene de la ecuacién 5.38

p(98) = fixs] + s Vfxs]
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donde

X-X, _98-100 ..
S=—%" =" ~°0%

y con la tabla de diferencias finitas hacia atrds

Pp298) = 59.3 — 0.2(8.73) = 57.55

Si en cambio se usa un polinomio de segundo grado, se emplean los tres
primeros términos de la ecuaci6n 5.38, con lo cual la aproximacioén queda

p2(98) = flxs] + sV [xs] + S 0]

02(02+1), . _
> (1) = 57.63

= 593 - 02(873) +

Si se deseara interpolar el valor de la presién a una temperatura de 82 °F,
tendrfa que usarse la ecuacién 5.38 pero apoyada en el punto n-1 [punto (4)
en este casol; esto es,

Pa(tpa +h) = [xa] +5Vfla] + S5 W2pp0 ) 4
(5.39)

+ s(s+1) ng's+ (n-1)) V]

Nota

Es importante hacer notar que las tablas de los ejemplos 5.7 (diferencias
hacia delante) y 5.8 (diferencias hacia atrds) presentan los mismos valores
numéricos aunque los operadores y subindices de sus argumentos no sean los
mismos. Por lo anterior, el polinomio de Newton en diferencias hacia adelante
y su tabla correspondiente pueden usarse a fin de interpolar en puntos del
final de la tabla con sélo invertir la numeracién de los puntos en dicha tabla
y los argumentos de cada columna de diferencias finitas.

También es 1til observar que los valores de la tabla utilizados en las ecua-
ciones 5.35, 5.36 o alguna modificacién de é&stas, son los de las diagonales
trazadas de arriba hacia abajo (véase tabla del ejemplo 5.7) y que los valores
utilizados en 5.38, 5.39 o alguna modificacién de éstas, son los de las diago-
nales trazadas de abajo hacia arriba (ver tabla del ejemplo 5.8).

Se resuelve un ejemplo para ilustrar esto.
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Ejemplo 5.9

Con la ecuacion 5.35 y la tabla de diferencias hacia delante del ejemplo 5.7,
interpole la presién de vapor del 1-3 butadieno a la temperatura de 98 °F,
mediante un polinomio de primer y segundo grado.

SOLUCION

Invertidos 1a numeracién de los puntos en la tabla mencionada y los argu-
mentos de cada columna, la tabla toma el aspecto

Observe que todos los valores numéricos conservan su posicion en la tabla.
Se emplea la ecuacién 535 conx = 98,xo = 100y h = 10, de donde

X-X¥ 98 -100 _
s = W= 10 =-0.2

al emplear un polinomio de primer grado se tiene

p(98) = 5930 + (-02)(8.73) = 57.55

En cambio, con uno de segundo grado

P2(98) =59.30 + (-0.2)(8.73) + = 57.63

Como puede verse, son los mismos resultados que se obtuvieron en el ejem-
plo 5.8.

(-02)(-02+1) ,
21
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SECCION 5.6 ESTIMACION DE ERRORES EN LA
APROXIMACION

En general, al aproximar una funcién por un polinomio de grado n, se comete
un error; por ejemplo, cuando se utiliza un polinomio de primer grado, s¢ remplaza
la funci6n verdadera con una lfnea recta (Fig. 5.4). En términos matemdticos, la
funcién se podria representar exactamente como

f®) = flxo] + @-x0) fro, 1] + Ri@) = ;1) + Ry() (5-40)

donde R;(x) es el error cometido al aproximar linealmente la funcién f(x) y p1(x)
es por ejemplo el polinomio de primer grado en diferencias divididas.

Al despejar R,(x) de la ecuacién 5.40 y tomando como factor comén (x — xo)
queda

Ri) = f () bo] - & - x0) f [ X0, 11]

flx] - fx]

=(x—xo)[ o ~xenl)

= (x - xo) ( Ixo, x] - f [xo» 11])
al multiplicar y dividir por (x-x;) se obtiene

Ri(x) = (x=x0) (x-x1) f [x, x0, 1]

donde f [x, xo, x1] €s la segunda diferencia dividida respecto a los argumentos xg, x;
y x. Resulta imposible calcular exactamente f [x, xo, 1], ya que no se conoce la
f (x) necesaria para su evaluaci6n. Sin embargo, si se tiene otro valor de f(x), sea
f(x2) (y si la segunda diferencia f fx, Xo, x;] no varia significativamente en el intervalo
donde estdn los puntos xg, X, ¥ X3), entonces Ry (x) se aproxima de la siguiente manera

R;(x) = (x-x0)(x-x1) f Pro» X1, X2)

de tal modo que al sustituirlo en la ecuacién original quede

F @) =f] + (xxo0) f [ro, x1] + (x-xo)(x=x1) [ [ X0, X1, X2 ]

Observe que el lado derecho de esta expresion es el polinomio de segundo grado
en diferencias divididas. Como se habfa intuido, esto confirma que —en general—
se aproxima mejor la funcién f(x) con un polinomio de grado dos que con uno de
primer grado.

Por otro lado, si se aproxima la funcién f (x) con un polinomio de segundo grado
Po(x), se espera que el error Ry(x) sea en general menor. La funcién expresada en
estos términos queda

fx) = pax) + Ro(x) = flxo] + (x-x0) f [xo, x1] +
+ (xX-xp)(x-x1) f [ro, X1, X2} + Ro(x)
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| Valor inter-

: polado f(x)

F————— o —

S
=
»

Figura 5.4.

de donde Ry(x) puede despejarse
Ry(x) = f(x)=f [x0]-(x-x0)f [¥0,%1] - (x~%0) (x=21)f [*%0,¥1,%2]

y como en el caso de un polinomio de primer grado, se demuestra* que el término
del error para la aproximacion polinomial de segundo grado es

Ro(x) = (x—=xo)(x—x1)(x-x2) flx, Xo, X1, X2)

De igual modo que f [x, x4 x;] €n el caso lineal f [x, x4, X, X,] no se puede
determinar con exactitud; sin embargo, si se tiene un punto adicional (x3, f (x3)),
cabe aproximar f [x, xg, x;, X,] con

f [x’ X0, X1» le = f [x09 X1, X2 X3],
que sustituida proporciona una aproximacién a R(x)
Ro(x) = (x-xo)(x—x1)(x-x2) f o, X1, X2, X3]-

Si se continda este proceso puede establecerse por induccion que

f &) = pax) + Rux),

*Vedse el probiema [ 24.
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donde p, (x) es el polinomio de grado » en diferencias divididas que aproxima la
funcién tabulada, y R, (x) es el término correspondiente del error. Esto es

Pa®)= f Pro] +(@=x0)f [ro, x1]+ ...+ @%0) (x=X1).. 0% 1)f [0y s Xo)

R.@)

(x-x0)(x—x1)-..(x=x,0) [ X, X0 X1, ooy X

R, (x) [_]i[ (x - x) ] flx,x0,x1, 0,00 ] (541)

en donde f [x, xo, X1, ..., X,] puede aproximarse con un punto adicional (X, 41, f (%:+1))
asf:

T I X0, X15 woes Xa] = [ [0y X1, X2 oo Xps X1 (5.42)
entonces R, (r) queda como

n

R,,(x) = ['=I} (x _xi) ] f[xo’xlaxZ"--axn ’xn+1]

La ecuacién

f @) = pax) + Ry(x)

es conocida como la férmula fundamental de Newton en diferencias divididas. Al
analizar el factor productoria (producto acumulado)

i]l(x -x)

de R,(x), se observa que para disminuirlo (y, por ende, disminuir el error R,(r))
deben usarse argumentos x; lo m4s cercanos posible al valor por interpolar x (regla
que se habfa seguido por intuicién y que ahora se confirma matemdticamente).
También de esta productoria se infiere que en general en una extrapolacién (x fuera
del intervalo de las x; usadas) el error es mayor que en una interpolacién. Puede
decirse también que si bien se espera una mejor aproximacién al aumentar el grado
n del polinomio p, (x), es cierto que el valor del factor productoria aumenta al
incrementarse », por lo que debe existir un grado 6ptimo para el polinomio que se
usard en el proceso de interpolacion. Por dltimo, en términos generales es imposible
determinar el valor exacto de R,(x); a lo mds que se puede llegar es determinar el
intervalo en que reside el error.

Los ejemplos que se dan a continuacién ilustran estos comentarios.
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Ejemplo 5.10

Suponga que tiene la tabla siguiente de la funcién cos x.

y desea interpolar el valor de la funcién enx = 10°

SOLUCION
Al interpolar linealmente con los puntos (1) y (2) queda

pe) = fha] + & -x)fpuLx2]

Al sustituir valores da p(10) = 0.9280
La interpolacién con un polinomio de segundo grado y los puntos (0), (1)

y (2) da
pAx) = flrg] + (xo)f o, x1] + (e-xo)(x~x1)f [xo, X3, X2]

Al sustituir valores resulta p,(10) = 0.9845
Se interpola con un polinomio de tercer grado (usando los cuatro puntos)
¥ queda

p3x) = flxo] + (e=x0)f o, x1] + (xxo)(—x1)f [xo, Xy, X2
+ (x-x0)(x~x1) (x-x2)f [xo, X1, X2, X3]
Al sustituir valores da p; (10) = 0.9764
El valor correcto de cos 10° hasta la cuarta cifra significativa es 0.9848, asf que

el error en porciento para el primer grado es 5.77, para el segundo 0.03, y para el
tercero 0.83.

El grado 6ptimo del polinomio de aproximacién para este caso particular es 2
(usando los puntos mds cercanos al valor por interpolar: (0), (1) y (2)). Si se usaran
los puntos (1), (2) y (3) el error serfa 1.79%, como puede verificar el lector.

Ejemplo 5.11

Con la ecuacién 5.41 encuentre una cota inferior del error de interpolacion
R,(x) parax = 15 cuando f (x)=ln x, n=3, xo=1, x;=4/3, x,=5/3 y x3=2.
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SOLUCION

La ecuacién 541 conn = 3 queda

3
R3(x) =f[X,x0,x1,x2,x3] ]_:[ x"'xt
donde el factor productoria puede evaluarse directamente como sigue
3
M (x-x)=(151)(1543) (15-58) (1.5-2) = 0.00694
i=0

En cambio, el factor f [x, xo, X1, X, 3] €s —como se ha dicho antes— im-
posible de determinar, pues no se cuenta con el valor de f (x) (necesario para
su evaluacion). Sin embargo, el valor de f [x, xo, X1, X2, X3] estd estrechamente
relacionado con la cuarta derivada de f (x), como lo expresa el siguiente teo-
rema.

Teorema*

Sea f (x) una funci6n de valor real, definida en [a,b] y k veces diferenciable
en (a,b). Si xy, x1,..., X; son k+1 puntos distintos en [a,b], entonces existe § ¢
(a,b) tal que

)
f[xo,xl)-'-sxk] = k!
con § e (minx;, maxx,)),0s isn

Al utilizar esta informacién se tiene, en general,

(+1)
R,(x) = f(—+-rl_()i'2 .I:Io (x - x;) con £ & (min x;, max x; ), O<i<n

yparan = 3

£8¢)
4!

Se deriva sucesivamente f (x) cuatro veces y se tiene

f[x’xOoxbx2’x3] =

fr@)=1k; f "@x)=-16% f "x)=24% ¥ (x)=-64"

Como f v (x) es creciente en el intervalo de interés (1,2) (al aumentar x
en éste se incrementa f V(x)), alcanza su valor minimo en x=1y, por lo tanto,
la cota inferior buscada estd dada por:

000694£——5—l 0.00694 —(1—‘)167 = -0.00174

*Para su demostracitn véase Conte, S.D. y De Boor C. Andlisis numérico. Segunda edicion, Mc. Graw-Hill
(1967), p. 226-227.
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es decir,

Rj3 (1.5) = -0.00174

Este valor indica que el error de interpolacion cuando x = 1.5 es mayor o igual
que —0.00174. Sin embargo, para conocer ¢l intervalo donde reside el error, es
necesario conocer la cota superior, que se calcula en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.12

Calcule la cota superior del error R;(x) del e¢jemplo anterior y confirme
que al utilizar diferencias divididas para interpolar enx = L.5, ¢l error obte-
nido estd en el intervalo cuyos extremos son las cotas obtenidas. Use 0.40547
como valor verdadero de in 1.5.

SOLUCION

Como se vio, la funcién —6/x* es creciente en (1,2); por lo tanto alcanza su
valor mdximo en x = 2y la cota superior estd dada por

0.00694 5{% = 000011,

es decir,
R3(1.5) < -0.00011

Por medio de la interpolacién con diferencias divididas con un polinomio
de tercer grado se obtiene

p3 (15) = f [Xo] + (1.5—Xg)f [Xo, x1] + (1.5—XO)(1.5-X1)f [Xg, X1 x2]
+ (1.5-x0)(1.5-x1)(1.5-x2)f [xo, X1, X2, X3
= 0.40583

y el error es In 1.5 - p3 (1.5) = -0.00036 que, efectivamente, estd en el in-
tervalo [-0.00174,-0.00011].

SECCION 5.7 APROXIMACION POLINOMIAL SEGMENTARIA

En alguno de los casos previos pudo pensarse en aproximar f(x) por medio de
un polinomio de grado "alto", 10 o 20. Esto pudiera ser por diversas razones: por-
que se quiere mayor exactitud; por manejar un solo polinomio que sirva para in-
terpolar en cualquier punto del intervalo [4,b], etcétera.
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Sin embargo, hay serias objeciones al empleo de la aproximacién de grado "alto";
la primera es que los célculos para obtener p,(x) son mayores, hay que verificar més
célculos para evaluar p, (x) y, lo peor del caso, es que los resultados son poco
confiables como puede verse en el ejemplo 5.10.

Si bien lo anterior es grave, lo es m4s que el error de interpolacion aumenta en
lugar de disminuir (véase Sec. 5.6 y ejemplo 5.3). Para abundar un poco mds en la
discusién de la seccién 5.6, se retomard el factor productoria de la ecuacién 5.41.

iI=Io (x=%),

donde, si n es muy grande, los factores (x — x;) son numerosos y, si su magnitud es
mayor de 1, evidentemente su influencia serd aumentar el error R, (x).

Para disminuir R, (x), atendiendo el factor productoria exclusivamente, €s menes-
ter que los factores (x — x;) sean en su mayorfa menores de 1 en magnitud, lo cual
puede lograrse tomando intervalos pequefios alrededor de x.

Como el intervalo sobre el cual se va a aproximar f(x) generalmente se da de
antemano, lo anterior se logra dividiendo dicho intervalo en subintervalos suficien-
temente pequefios y aproximar f(x) en cada subintervalo por medio de un polinomio
adecuado; por ejemplo, mediante una lfnea recta en cada subintervalo (véase
Fig. 5.5).

Esto da como aproximacién de f (x) una linea quebrada o segmentos de lineas
rectas —que se llamardn g; (x)— cuyos puntos de quiebre son x;, x,,..., X, ;. Las
funciones f (x) y g,(x) coinciden en x;, x;, x,,..., X, y €l error en cualquier punto x
de [x,, x,] queda acotado, de acuerdo con el teorema del ejemplo 5.11 aplicado a
cada subintervalo [x;, x;,{] coni = 0,1,2,..n-1, por

Ri(x) = 1£() () | = max | L5060 | max | (x-x) (x - 50 |
asgEsbh i (5.43)
Si f (x) fuera diferenciable dos veces en [xg, x,], €l valor mdximo de |(x—x;) (x-
x| parax € [x; , x; 4] se da en x =(x;+x;,,)/2, el punto medio de [x; x;,,]; de
modo que
max max , %t X4 it X
i Px-x)(x-x4q) ]| = i | (“"2_" _xi)(—_z——— - X41) |
- max 41 =5 X = Xy |
i 2 2
_ max (%41 -x) _ max é_z
i 4 T i 4
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;
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s 57 Aprodmaciin de 720 cor s wea quedrada.
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Al sustituir en la ecuacién 5.43

» Ax?
R;(x) = | f(x)& (x)| = max | u_l | max_zL

(5.449)
a<é§xs

Donde se aprecia que el error R,(x) puede reducirse tanto como se quiera, ha-
ciendo Ax; pequefio para toda i; por ejemplo, tomando un nimero suficientemente
grande de subintervalos en [g, b], 0 bien empleando polinomios de grado dos para
cada subintervalo [x, x;,,]; de esta manera se consiguen segmentos polinomiales de
grado dos: g,(x) cuyo término del error (5.44) correspondiente tendrd A x> en lugar
de Ax?2 Esto da una disminuci6n del error respecto al empleo de lineas rectas. El
empleo de polinomios de grado tres en cada subintervalo [ x;, x;_; ]es de las técnicas
mds difundidas y se discute en detalle enseguida.

Aproximacion ciibica segmentaria de Hermite

Se parte del hecho que se tiene una funcién f(x) de valor real, dada en forma
tabular o analftica en el intervalo [a, b], con

a=x<x<xn<.<x =0b (5.45)

Se quiere construir una funcién g;(x) con segmentos de polinomios cibicos* p,(x)
en cada [x, x;,;] coni = 0,12, .., n-1, tal que

&) = f@x)coni = 0, 1,2,.,n,
de donde

pix) = f@) y pikiy1) = f (i) parai = 01,..,n-1  (546)

y esta Gltima implica que

Pial) = pix;) i=12.,n
de modo que g3(x) es continua en [a, b] y tiene los puntos interiores xy, X3 ,..., X, 1
como puntos de quiebre o donde g3 (x) no es diferenciable en general.

De acuerdo con el dlgebra, se sabe que para que un polinomio cibico quede
determinado en forma Gnica se requieren cuatro puntos. Hasta ahora, cada uno de
los segmentos clbicos p; (x) tiene que pasar por (x;, f (x;)) ¥ (%41, f(Xiy1)), de modo
que quedan dos puntos o condiciones que se pueden establecer para definir en
forma tnica p,(x).

La elecci6n de estas dos condiciones faltantes depende, por ejemplo, de la utili-
zacién que se vaya a dar a g;(x), de f(x) y del contexto donde se trabaje (ingenieril
0 matem4tico).

Por ejemplo, desde el punto de vista ingenieril serfa deseable que g;(x) fuera
diferenciable en los puntos interiores: x;, X,,..., X, _;; €8 decir, que g;(x) fuese suave

*En lo que sigue de esta seccién, el subfndice indica el subintervalo, no el grado del polinomio como en
otras ocasiones.
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en [a, b], en lugar de tener picos o puntos de quiebre. Esto se darfa con dos con-
diciones como la 5.46, pero en derivadas; asf

pi(x) = (%) ¥y pi(xis1) = f* (%i+1) i=01.,n1 (547)

previsto que f ’ (x) fuese conocida o aproximada en cada uno de los puntos xg, Xy,...,
x,. Con esto quedan cubiertas las dos condiciones faltantes.

De la ecuaci6n 5.47 se infiere
Pia (x) = pi(x:) i=12.,n (5.48)
En este punto cabe empezar a hablar del cdlculo de los polinomios p,(x); por

tanto, como paso siguiente se aproxima p;(x), i=1,2, ..., n con diferencias divididas
asf

pi () = f @)+f b, x)@=x) + f B, X, xiq)e-x)’

5.49
+ f Wi X Xie10 Xie1] (05 2(0%141) ¢4
como . -+ Ax) - ;
flxi,x] = AilTOf(x ks A?c [n) (%)
y al suStituir (x-x;41) con (x—x;)+(x—x;+1) y agrupar se tiene
Pi ®)=f () +f "x)(x-x:) (5.50)

+( B X a1 Bis Xio Xi 41, Xi41]A%) @-2) + [, iy X, Xie1] (@X:)°

Para facilidad de manejo en su programacion, la ecuacién 5.50 se escribe

P = cui ¥ oK) + o5 iex)’ + cai (o)’ (5:51)
con
a,i = f@)cyi = f'(x)
c3i = XX Xiv1] - X% Xiv1 %41 Ax;
_ S Ixxiaa] - flx,x) Flxi Xie1] - €y
= T % = C4ilx; = Ax, = C4,; A;
y

flxiXiv1,%41] = flxix,xi41]

Co;j =[x, X% X%e1,%i41] = Ax; (5:52)
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flxistsxiv1] = FIxi,%i41] _ Flxisxie1] - Flxi]

Xi+1 — Xi Xiv1l — X;

Xi+l — X

) = 2f1x,x00) + 1(5) (1) - 2f (%004 ] +ey
- (x41 - %) B Ax;

Ejemplo 5.13

Resuelva el problema del ejemplo 5.3 usando aproximacion segmentaria,
con polinomios de grado 2, 4, 6,..., 16 y estime, como antes, el error maximo
en forma prictica.

SOLUCION

En el disco se encuentra el programa 5.2 que realiza los cdlculos solicitados

Resultados
Nidmero de intervalos Error méximo

2 | 2.23620 |
4 2.23622
6 0.73979
8 0.04213

10 W | 0.09341

12 ’ | 0.06417

14 0.03299

16 : 0.01279

En contraste con Ia aproximacién polinomial (véase el ejemplo 5.3), el error
maximo decrece conforme n crece.

Aproximacién cibica segmentaria de Bessel
La aproxiracion ctibica de Hermite requiere el conocimiento de f°(x;), i=0,1,....1.

Esta informacién, como se ha visto a lo large dei cupitulo, no siempre existe, adn
conociendo fix) analfticamenic no siempre es ficil nhienerla.
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La aproximacion ctibica segmentaria de Bessel se distingue por emplear una apro-
ximacion de f ’(x;) por

f6) = f ki Xl i =01,.,n (5.53)

y en todo lo demds se procede tal como en la aproximacién de Hermite.
La expresion 5.53 requiere dos puntos adicionales a los que se tienen y son x_;

Y X4y, Y2 qué ‘
@) =f 2] Y '®) = by Xaal s

llamadas derivadas frontera de g;(x).
Una forma de obtenerlos es una nueva subdivision de [a, b], como

a =x,<x<Xx<Xx<.<Xx, =Db (5.54)

también puede emplearse

FRC VRS )} (5:55)

en caso de disponer de ellas (las derivadas restantes se obtendrian de acuerdo con
la ecuacién 5.53).

Otra forma serfa tomar f ’(xy) y f ’(x,) de manera que g;(x) satisfaga las condi-
ciones de extremo libre

g"(@) = g"(b) = 0 (5.56)

Independientemente de c6mo se obtengan los puntos x_, y x, ., las funciones
83(x) y f(x) coinciden en los puntos de quiebre xg, x;, X,, ... X,. Por esto g;(x) es
continua en [q, b}, y por la ecuacién 5.48 también es continuamente diferenciable.
Ademds es posible, y se muestra adelante, determinar f ’(xp), f '(xy), ..., [ (x,) de
manera que la gy(x) resultante sea dos veces continuamente diferenciable.

El método de determinar g;(x) con esta caracterfstica se conoce como aproxima-
cién cibica de trazador, ya que la grifica de g;(r) se aproxima a la forma que tomaria
una varilla delgada flexible si se forzara a pasar por cada punto (xq, f (xg)), (X3, f(x1)),
s @ f (,)-

El requisito de que g,(x) sea continuamente diferenciable dos veces puede darse
como

pi—"l (xi) = pi" (xi) ’ i=12..,n1 (557)
203,04 +6¢4; 100, =20¢, i =12,.,n-1,

conforme la ecuacion 5.51 (derivdndola dos veces).
Al sustituir las expresiones de la ecuacién 5.52 en la Gltima ecuacién, se tiene

2(fl%a,5] - f1@y))

Axy

+ 4 04"'_1 Axi_l =
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2 X X; - ’xi
Gl =G oy
Ax; o

Al continuar la sustitucién y simplificar, se tiene

A f ) + 2 (A, + A ) + Ax f(Gy) =

(5.58)
3¢ iy x]At f I, x4 Ax ), i =12, ..., n-1

Un sistema de n-1 ecuacicnes lineales en las (n+1) inc6gnitas f '(xy), f '(xy), v
f ’x,). Al obtener f "(xg) y f ’(x,) de alguna manera (por ejemplo mediante las
ecuaciones 5.53 0 5.55) se resuelve la 5.58 para f ’(x,), f '(x3), -, f '(X,_1) POT alguno
de los métodos vistos en el capitulo 3; no obstante, como el sistema 5.58 es tridia-
gonal, conviene utilizar el algoritmo de Thomas.

Ejemplo 5.14

La siguiente tabla muestra las viscosidades del isopentano a 59°F y a dife-
rentes presiones

Elabore un programa para aproximar el valor de la viscosidad a las presio-
nes de 355.575, 711.150, 2844.600, 5689.200 y 8533.801 psia, utilizando la apro-
ximacién cdbica segmentaria de Bessel.
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SOLUCION

En el disco se encuentra el programa 5.3, €l cual proporciona los siguientes
resultados

:;‘ylk’;fdsidt’ic(psia)~ | Viscosidad (micropoises)
| 355575 45356 e
711150 o3
2844600 | 295092

5689200 350079

Cwman

SECCION 5.8 APROXIMACION POLINOMIAL CON MINIMOS
CUADRADOS

Hasta ahora el texto se ha enfocado en encontrar un polinomio de aproximacién
que pase por los puntos dados en forma tabular. Sin embargo, a veces la informacién
(dada en la tabla) tiene errores significativos; por ejemplo cuando proviene de me-
didas fisicas; en estas circunstancias no tiene sentido pasar un polinomio de apro-
ximacién por los puntos dados, sino s6lo cerca de ellos (véase Fig. 5.6).

No obstante, esto crea un problema, ya que se puede pasar un némero infinito
de curvas entre los puntos. Para determinar la mejor curva se establece un criterio
que la fije y una metodologia que la determine. El criterio mds com@n consiste en
pedir que la suma de las distancias calculadas entre el valor de 1a funcién que apro-
xima p(x;) y el valor de la funcién f(x;) dada en la tabla, sea minima (véase Fig. 5.7);
es decir, que

M3
M3

d; = minimo

L p(x)-f(x) | =

1 i

1

Para evitar problemas de derivabilidad mds adelante, se acostumbra utilizar las
distancias d; elevadas al cuadrado:

2 [P(x)-f(x)P = ¥ d?= minimo
i=1 i=1

En la figura 5.7 se observan los puntos tabulados, la aproximacién polinomial

p(x) y las distancias d; entre los puntos correspondientes, cuya suma hay que mini-
mizar.



METODOS NUMERICOS

360

y =Jx)

2
$
s
g
S,
8
9
2
&
3
3
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Figura 5.6. Aproximacién polinomial que pasa por entre los puntos.

fix)

Sex)

fix)

Figura 5.7. llustracién de las distancias d; a minimizar.
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Si se utiliza
px) = ay + apx (5.59)

para aproximar la funcién dada por la tabla, el problema queda como el de mini-
mizar

3 la+ax = (5P (5.60)

Notese que del nimero infinito de polinomios que pasan entre los puntos, se
selecciona aquel cuyos coeficientes a, y 4; minimicen 5.60.

En el cdlculo de funciones de una variable, el lector ha aprendido que para en-
contrar ¢l minimo 0 miximo de una funcion, se deriva y se iguala con cero esa
derivada. Después se resuelve Ia ecuacion resultante para obtener los valores de la
variable que pudieran minimizar o maximizar la funcién. En €l caso en estudio,
donde se tiene una funcion por minimizar de dos variables (a, y 4,), €l procedi-
miento es derivar parcialmente con respecto a cada una de las variables e igualar
a cero cada derivada, con lo cual se obtiene un sistema de dos ecuaciones algebraicas
en las incognitas a, y a,; o sea,

m
(i)
2 L2 (8 +ax —f(x))] =0
0 =1
; . (5.61)
2 | 2 (@ +ax,-f(x)?] =0
1 =
Se deriva dentro del signo de sumatoria
g:l 5‘&; [ag + ax;, - f ()2 = 21 2{ag +ap; -f(x)]1 =0
m 6 m
21 a; (%0t =f ()P =2 2[ay + ap; - f (%)]x = 0
i= i=1
al desarrollar las sumatorias se tiene
[aptapf ()] + [aptapof ()] +..+ [ap+apx, (x,)] = 0
[0ty + ap® - f(x)x ] + [age, + ap? -f(x)n] + ..+

+ [aoxm + alxmz'—f(xm)xm] =0

que simplificadas quedan

may +a;, > x =3 f(x)

i=] i=1
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002 x+a12 xz-Z f(x)x

i=1

El sistema se resuelve por la regla de Cramer y se tiene

I
o

_ i
a, =

(3701 12 #1 - (3 %] [ 3 )x]
[

(5.62)
mS f()x5-[2f (x)llzx]
i=1

— =1
a4 = i

m2x2—12x12

que sustituidos en la ecuacién 5.59 dan la aproximacion polinomial de primer grado
que mejor ajusta la informacién tabulada. Este polinomio puede usarse a fin de
aproximar valores de la funcién para argumentos no conocidos en la tabla.

Ejemplo 5.15

En la tabla siguiente se presentan los alargamientos de un resorte corres-
pondientes a fuerzas de diferente magnitud que lo deforman

Determine por minimos cuadrados el mejor polinomio de primer grado
(recta) que represente la funcion dada.

SOLUCION

Para facilitar los cdlculos y evitar errores en los mismos, primero se cons-
truye la siguiente tabla
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S =18 3 y=0928 Y #=98 3 xy =396

Los valores de las sumatorias de la dltima fila se sustituyen en el sistema
de ecuaciones 5.62 y se obtiene

a, = 0.11564 y a; = 0.019434, de donde

p(x) = 0.11564 + 0.019434x .

El grado del polinomio no tiene relacién con €l nimero de puntos usados
y debe seleccionarse de antemano con base en consideraciones tedricas que
apoyan el fen6meno estudiado, el diagrama de dispersién (puntos graficados
en el plano x-y) o ambos.

El hecho de tener la mejor recta que aproxima la informacién, no significa
que la informaci6n esté bien aproximada; quiz4 convenga aproximarla con una
pardbola o una cibica.

Para encontrar el polinomio de segundo grado p,(x) = ap + apx + a2x2
que mejor aproxime la tabla, se minimiza

M3

I
—

[a, + ap; + a3 - f(x) P (5.63)

i
donde los pardmetros ag, a; y a; se obtienen al resolver el sistema de ecua-
ciones lineales que resulta de derivar parcialmente e igualar a cero la funcién
por minimizar con respecto a cada uno. Dicho sistema queda

m m m
ma0+012x,-+022x%’= (%)
m m m m
a5 +a X2 +a 3= >f(x)x (5.64)
i=1 i=1 i=1 i=1
m 2 m m m
G2t ta xR +a, = Y f(x)F
i=1 i=1 i=1 i=1

cuya solucién puede obtenerse por alguno de los métodos vistos en el capftulo 3.

Ejemplo 5.16

El calor especifico Cp (cal/K gmol) del Mn3;0O, varfa con la temperatura de
acuerdo con la siguiente tabla
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Puntos lr 2| 3| a5 | s
TK) 280 | 650 | 1000 | 1200 | 1500 | 1700

Cp (calK gmol) | 327 | 454 | 5215 | 537 | 529 | 503

Aproxime esta informacién con un polinomio por el método de minimos cua-
drados.

SOLUCION

El calor especifico aumenta con la temperatura hasta el valor tabulado de
1200 K, para disminuir posteriormente en valores mds altos de temperatura.
Esto sugiere utilizar un polinomio con curvatura en vez de una recta, por
ejemplo uno de segundo grado, que es el mas simple.

Para facilitar el cdlculo de los coeficientes del sistema de ecuaciones 5.64, se
construye la siguiente tabla

| “s215%108

4| 1200 | 537 | 14ex108 | 64440 | 77.33x10°

79350 | 119.03x10°

| 33150100

| 4900x10° | 8350101 | 85510 | 145.37x106

5 | 113x10° | 1667101 | 320116 | 415.62%10°

Los coeficientes se sustituyen en el sistema de ecuaciones 5.64 y se obtiene:
6a, + 6330 a, + 8.08x10° 4% = 287.15
6330 a, + 8.08x10%a; + 11.30x10° a2 = 320116
8.08x10° a;, + 11.30x10° q; + 166.70x 101 g2 = 415.62x10°

cuya soluci6n por el método de eliminacién Gaussiana arroja

a, = 22.4066,a, = 0.0458,a, = -1.694x107,
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que forman la aproximacién polinomial siguiente

Cp (T) = p,(T) = 22.4066 + 0.0458 T - 1.694x10-5 T2,

NOTA

Muchas de las calculadoras de mano cuentan con un programa interno para
obtener esta aproximacion; por otro lado, puede usarse un pizarrén electré-
nico para los célculos (sumatorias, solucion de ecuaciones, etcétera).

Ejemplo 5.16

Use la aproximacién polinomial de segundo grado obtenida en el ejemplo
anterior para aproximar el calor especifico del Mn;O, a una temperatura de
800 K.

SOLUCION

Con la sustitucion de T=800 K en el polinomio de aproximacién se tiene

Cp (800) = p,(800) = 22.4066 + 0.0458(800) - 1.694x 10> (800)2.
= 48.2 cal/K gmol.

En caso de querer aproximar una funcién dada en forma tabular con un
polinomio de grado més alto, n por ejemplo, ¢l procedimiento es el mismo;
esto es, minimizar 1a funcién

2 [ag + ax; + ay? + ... +ax! - f (x) )%,
i=]

lo cual se obtiene derivdndola parcialmente con respecto a cada coeficiente
a;, (0sjsn) e igualando a cero cada una de estas derivadas. Con esto sc llega
al sistema lineal

ma, + aXx + a,Xx? +..+ a,x* =2y
aZx + a;Zx? + a,ZTx3 +..+ a Zx"l=3y

G Zx2 + 4, Zx + a,Zx* +..+ a IXx"2=3x2y

naxs 4 8T F @, XX TR 4 g Tx Mo T
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donde se han omitido, los subindices i de x y y, asf como los limites de las
sumatorias que van de 1 hasta m para simplificar su escritura.

Para obtener los N+1 coeficientes del polinomio 6ptimo de
grado N que pasa entre M parejas de puntos, proporcionar 1o0s

DATOS: El grado del polinomio de aproximacién N, el
nimero de parejas de valores (X(I), FX(I), I =
L2 ., M)
RESULTADOS:  Los coeficientes A(0), A(1), ..., A(N) del
polinomio de aproximacion.
PASO 1. Hacer]J = 0
PASO 2. Mientras J<(2*N-1), repetir los pasos 3 a 5.
PASO 3. SiJ = N Hacer S§(J) = 0. De otro modo
continuar.
PASO 4. Hacer S(J) = 0
PASO 5. HacerJ =17 + 1
PASO 6. Hacerl = 1
PASO 7. Mientras I < M, repetir los pasos 8 a 15.
PASO 8. Hacer XX =1
PASO 9. Hacer]J = 0
PASO 10. Mientras J < (2*N-1), repetir los pasos 11 a 14.
PASO 11. Si J=<N hacer SS(J)=SS(J)+XX*FX(I).
De otro modo continuar.
PASO 12. Hacer XX = XX*X(I)
PASO 13. Hacer S(J) = S(J) + XX
PASO 14. Hacer] =J + 1
PASO 15. Hacerl =1 + 1
PASO 16. Hacer B(0,0) = M
PASO 17. Hacerl = 0
PASO 18. Mientras I<N, repetir los pasos 19 a 24.
PASO 19. HacerJ = 0
PASO 20. Mientras J<N, repetir los pasos 21 y 22.
PASO 21 Sil = 0ylJ = 0.
Hacer B(1,J) = S(J-1+I)
PASO 22. HacerJ =J + 1
PASO 23. Hacer B(LN+1) = S5(I)
PASO 24. HacerI =1 + 1
PASO 25. Resolver el sistema de ecuaciones lineales B a = ss de orden
N+1 con alguno de los algoritmos del capitulo 3.
PASO 26. IMPRIMIR A(0), A(1), .., A(N) y TERMINAR.
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SECCION 5.9 APROXIMACION MULTILINEAL CON
MINIMOS CUADRADOS

Con frecuencia se tienen funciones de més de una variable; esto es, f(u,v,z). Si
se sospecha una funcionalidad lineal en las distintas variables; es decir, si se piensa

que la funcién

y=a +au + ay + ay

puede ajustar los datos de la tabla siguiente

se puede aplicar el método de los minimos cuadrados para determinar los coefi-
cientes ag, a1, a; y a3 que mejor aproximen la funcién de varias variables tabulada.
El procedimiento es andlogo al descrito anteriormente y consiste en minimizar la
funci6én

m
2 [(ag + ayu;+ayv, +az)-y, ]

i=1

que derivada parcialmente con respecto de cada coeficiente por determinar: ag, a;,
a, y a3 € igualada a cero cada una, queda

m m
,-,—‘1;2 [ (ag+aw; +ay,+ag,)-y,P =23 (a,+aw,+ay,+agz, -y)1=0
=1 i=1
a m m
2a, 2 [@+au+ay, +agz)-y,P=23 (ay+au; +ay,+az -y)u;=0

i=1 i=1
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m

T 2 [+ s + a3, +a2,) -3, = 23, (s + ant, + ap, + az, ~3,) v, =0

Z [(@y +awu; +ay, +agz,) }’,

i=1

m

E (@ +ay; +ay; +ay; -y;)z;=0

ecuaciones que rearregladas generan el sistema algebraico lineal siguiente

may+ a;Zu+ aZv+

a02u+a12u2+a22uv+a32uz

4, 22z = Xy

Zuy
(5.65)

a02v+aIEvu+a22v2+a32vz=2vy

agXz+ aZm+ aXw+ a_,,Zz:Z

Sy

en las incégnitas ag, 4y, a; y as. Para simplificar la escritura se han omitido los
indices i, de u, v, y z y los limites de las sumatorias, que van de 1 hasta m.

Ejemplo 5.17

ecuacién de la forma

& los datos de dicha tabia.

v

= ayg + au + ay

A partir de un estudio experimental acerca de la estabilizacion de arcilla
muy pléstica, se observé que el contenido de agua para moldeo con densidad
Optima dependia linealmente de los porcentajes de cal y puzolana mezclados
con la arcilla. Se tuvieron asf los resultados que se dan abajo. Ajuste una

Agua (%) Cal (%) Puzolana ( % )
y u v
215 2.0 18.0
28.0 3.5 16.5
28.8 4.5 10.5
29.1 2.5 25
30.0 8.5 9.0
31.0 oo WS e 4.5
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SOLUCION

El sistema lineal por resolver es una modificacién del sistema de ecuaciones
5.65 para una funcién y de dos variables u y v

na,+ aZu+ aIv=3y
ayIu+a, Zut+a;Zu =3y
a02v+a12vu+a22v2=2vy

Con objeto de facilitar el cdlculo del sistema anterior se construye la si-
guiente tabla

’ i “a V: 5 }’: :  ".2 | v | "&2 1 uwm ”3’5‘
1|20 180 '27.5 4.00| 36.00|324.00| 55.00| 495.00
2 | 35| 165 280] 1225] 5775|225 9800 ac20
3 45 | 105 | 288| 2025| 47.25(11025| 12960 | 30240

'-'4_ : 25 ;_kzi,.ksy;;'zs.ry 625| 625 625| 7275\ ™25

s | 85| 90| 30| 7225 7650| s100| 25500 27000

6 |105| 45| 310{11025| 4725| 2025| 32550 139.50

7 |135] 15| 320|18225| 2025| 225 | 43200{ 4800

5 |291.25 | 816.25 | 1367.85 | 1789.65

Los coeficientes se sustituyen en el sistema de ecuaciones y al aplicar alguno
de los métodos del capftulo 3, se obticne

ao = 28.69, al = 0-2569, a2 = 0.09607
al sutituir estos valores se tiene

y = 2869 + 02569 u + 0.09607 v
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Ejercicios

5.1 A continuaci6n se presentan las presiones de vapor del cloruro de magnesio.

Puntos | 0. o2 | 3 | 4 5 |6 | 7
P(umHg) | 10 | 20 | 40| 60| 100 | 200 | 400 | 760

Tec)y | 930 | 988 | 1050 | 1088 | 1142 | 1316 | 1223 | 1418

Calcule la presién de vapor correspondiente a T=1000 °C.
SOLUCION
Como la informacién no estd regularmente espaciada en los argumentos (T),

pueden usarse diferencias divididas o polinomios de Lagrange para la interpolacion.
Con los polinomios de Lagrange de segundo grado se tiene

(x -x)(x -x%) L mx)(x - xy)
P2 (x) = 1(x) (xo = x;) (% — X%3) +f(x1,(x1 = %) (¥ = X3)

(x =x3)(x —x1)
) Ry R m )

Al tomar las presiones como valores de la funcién f(x), las temperaturas como
los argumentos x, seleccionar los puntos (0), (1) y (2) y sustituir los valores se
obtiene

O(1000—988)(1000—1050) + 20 (1000 -930) ( 1000 -1050)

P2 (1000) = 1053588 ) (9301050 (988-930) (988-1050)

+

o {1000 -930) (1000 -988 )

+ 40 (1650-930) (1050-983)

= 23.12 mmHg = 23 mmHg

5.2 Dada la tabla

CPuntos | 0 12 |
x| w0 |13 |10 | 190

f(x) | 000000 | 030010 | 053063 | 064185 | 109861

Construya una tabla de diferencias divididas para aproximar f(x) en x = 1.50;
utilice un polinomio de Newton de segundo grado.



APROXIMACION FUNCIONAL E INTERPOLACION 371

SOLUCION

A continuacion se da la tabla de diferencias divididas

Puntos | x; f(x) | Diferencias divididas

Primeras | Segundas | Terceras | Cuartas

0 1.00 | 0.00000
0.85743

1 135 | 030010 -0.28396
" 0.65866, | 0.10832

2 170 | 0.53063 \-“-0.18647\ -0.03049
0.55610 20.04735

3 190 | 064185 | -0.10835
0.41524

4 | 300 | 109861

Se pueden seleccionar los puntos (0), (1) y (2) para el polinomio de interpolacién
o bien (1), (2) y (3). Se escoge el segundo conjunto de puntos, ya que estdn mds
cerca de 1.5 que el primero; sin embargo, al querer emplear la férmula

p2x) = fixgl + @x)flg x;] + (xg)—=x )T, Xy, X))

y la tabla construida se deberd tener cuidado, ya que el valor x, de la férmula en
realidad corresponderd a x; de la tabla; x; de la férmula, a x, de la tabla, etc. Con-
secuentemente fxo], fTxo, X1} ¥ fTxo, X1, x2] de 1a férmula corresponderdn a fxq], fx1,x2]
y fIx1, X2, x3] de 1a tabla respectivamente (véase la linea diagonal de la tabla).

Con la sustitucion de valores queda

Py(1.5) = 0.30010+(1.5-1.35)(0.65866)+(1.5-1.35)(1.5-1.7)(-0.18647)
= 0.40449

Una solucién alterna es construir la tabla de diferencias de modo que quede
como punto (0) el mds cercano a 1.5 (1.35 en este caso), entre los puntos restantes
se elige como punto (1) el mds cercano a 1.5 (1.70 en este caso), etc. Abajo se
muestra como queda esta tabla
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con la cual puede usarse el polinomio

Pax) = gl + (x=xp) f brop X1] + (=x0)(x=xy) f [xgy Xy, X5

directamente, ya que ahora los subfndices de los argumentos de la férmula y de la
tabla se corresponden. Sustituyendo valores se tiene

Pp1.5) = 0.30010+(1.5-1.35)(0.65866)+(1.5-1.35)(1.5-1.70)(-0.18647)
= 0.40449

Obsérvese que el valor interpolado es el mismo que se tuvo anteriormente.

5.3 Las densidades de las soluciones acuosas del 4cido sulfdrico varfan con la
temperatura y la concentracién de acuerdo con la tabla
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a) Calcule la densidad a una concentracién de 40% y una temperatura de
15 °C.

b) Calcule la densidad a 30 °C y concentracién de 50%.

¢) Calcule la densidad a 50 °C y 60% de concentracién.

d) Calcule la temperatura a la cual una solucion al 30% tiene una densidad
de 1.215.

SOLUCION

a) La temperatura se toma como el argumento x y las densidades (a 40%)
como el valor de la funcién f(x).
Con una interpolacion lineal entre las densidades a 10 °Cy 30 °C se tiene:

X

—xl X xo
P(x) = =[50 + o= [(x1)
15-30 15-10
d(15)=5=55 13103 + 5=

1.2953 = 1.3066

b) Se toman ahora las concentraciones como argumentos x y las densidades
(a 30°C) como los valores funcionales; luego, mediante una interpolacién
lineal entre las concentraciones a 40% y 70% queda:

50-70 50-40

20-70 ¥ * 3040

¢) La densidad se aproxima a 50°C, utilizando primero la fila de 40% de
concentracién y después la fila de 70% de concentracién. Con estas den-
sidades obtenidas a 50°C se aproxima la densidad a 60% de concentracién.

d(50) = 1.6014 = 1.3973

Primer paso

Aproximacién de la densidad a 40% y 50°C.

50 - 60 S50 - 30
d~30—-601'2953+60—30

1.2732 = 1.2806
Segundo paso

Aproximacion de la densidad a 70% y 50°C.

50 - 60 1.6014 + 50 - 30

4= 30-60 60 - 30

1.5753 = 1.5840

Tercer paso

Aproximacién de la densidad a 60% y 50°C usando los valores obtenidos en los
pasos anteriores

L 60-T0 Lo, 6040

d~m—m 70 - 40

1.5840 = 1.4829
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d) En este caso es necesario interpolar los valores de la densidad a 30% de
concentracion a diferentes temperaturas, para después interpolar la tem-
peratura que corresponda a una densidad de 1.215.

Primer paso

Aproximacion de 1a densidad a 30% y 10°C.

30 - 20 30 - 40
d = 40— 20 1.1453 + 20 — 40 13103 = 1.2278
Aproximacion de la densidad a 30% y 30°C
30 - 20 30 - 40
d = 20 — 50 1.1335 + 20 -0 12953 = 1.2144

Como la densidad dato (1.215) est4 entre estos dos valores obtenidos, 1a tempe-
ratura estard también entre 10°Cy 30°C; por lo que interpolando linealmente entre
estos dos valores de densidad (que ahora es el argumento x) se tiene:

Segundo paso

Aproximacién de la temperatura a la que una solucién con 30% de concentracién
tiene una densidad de 1.215

1215 - 12144 1215 - 1.2278 .
= 12278 - 12144 0 Y 12148 - 23 W = BLC

T

5.4 Elabore un programa para leer una tabla de m pares de valores e interpolar

o extrapolar, utilizando el polinomio de Newton de grado n en diferencias divididas.
Pruebe este programa con los datos del ejercicio 5.1.

SOLUCION

En el disco se encuentra el programa 5.3 que lee a) el ndmero de pares de valores
(M); b) el grado del polinomio interpolante (N); c) el argumento que se desea
interpolar (XINT), y d) los pares de valores (X(1),FX(1),X(2),FX(2),...,.X(M),FX(M)).
Con esta informacién primero llama al subprograma TABLA que elabora la tabla
de diferencias divididas. Con los valores resultantes y €l argumento donde se quiere
aproximar el valor de la funcién y el grado del polinomio interpolante, llama al
subprograma INTERPOLA que realiza los cdlculos de interpolacién.

El resultado es

PARA XINT = 1000.0000 FXINT = 23.1201

5.5 Elabore un programa que lea una tabla de m (seleccionado por ¢l usuario)
pares de valores, y que interpole o extrapole con el polinomio de Lagrange de orden
m-1.
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SOLUCION

En el disco se encuentra el programa 5.4 donde se leen M pares de valores X(I)
y FX(I) de una tabla y el valor por interpolar XINT.
Resultado:

PARA XINT = 1000.0000 FXINT = 23.1201

5.6 Con ¢l programa 5.4 y la tabla de valores del ejercicio 5.1, calcule 1a presién
de vapor del cloruro de magnesio a las siguientes temperaturas

a) 800 °C (extrapolacion) 5)950 °C (interpolacion)
¢) 1098 °C (interpolacién) d)1500 °C (extrapolacion)
SOLUCION

PARA XINT = 800.0000 FXINT

18.1702 con los puntos (0),(1) y (2)

PARA XINT

950.0000 FXINT

12.4972 con los puntos (0),(1) y (2)
PARA XINT =1098.0000 FXINT = 65.5236 con los puntos (2),(3) y (4)

PARA XINT =1500.0000 FXINT =1156.1016 con los puntos (5),(6) y (7)

§.7 Con la informacioén del ejercicio 5.2 estime el error cometido R; (1.5), apro-
xime f(x) en x=1.5 con un polinomio de tercer grado y estime el error correspon-
diente R3(1.5).

SOLUCION

El valor obtenido con un polinomio de segundo grado (Ejer. 5.2) es
Po(1.5) = 0.40449

Al usar la ecuacién 5.41 y los valores de la segunda tabla de diferencias divididas
(Ejer. 5.2), se tiene

R, (x) = (x—xp)(x-x;)(x-x,) flxg, Xy X3 X3]
=~ (1.5-1.35)(1.5-1.7)(1.5-1.9)(0.10846) = 0.00130

Para aproximar f(x) en x = 1.5 con un polinomio de tercer grado se adi-
ciona R; (1.5) al valor p,(1.5), se obtiene

p3 (1.5) = 0.40449 + 0.00130 = 0.40579
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y la estimaciGn del error en esta interpolacién es:

Ry(x) = (e-xp)(r—x,)(xr—=x)(x=x3) flxg, Xy, Xy X3 X4]

(1.5-1.35)(1.5-1.7)(1.5-1.9)(1.5-1.0)(-0.030567)

= 0.00018

Obsérvese que R3(1.5) es menor que R,(1.5), por lo que el polinomio de tercer
grado da mejor aproximaci6n a esta interpolacién que el de segundo grado.

S.8 Para calibrar un medidor de orificio se miden la velocidad v de un fluido y
la caida de presion AP. Los datos experimentales se dan a continuacién y se buscan
los mejores pardmetros a y b de la ecuacién que represente estos datos:

v = a (AP 1)

donde: v = velocidad promedio (pie/s)
AP = caida de presion (mm Hg)

i v 2 3 e s e |78 |9 |0 |n

vi 383 4.17 497 | 6.06 6.71 717 867 | 939 989

AP |300 |355 |sos |750 |920 |ioso |uso [1300 |1535 [1s00 199.5

SOLUCION

Este problema puede resolverse mediante ¢l método de mfnimos cuadrados de
la siguiente manera

Se aplican logaritmos a la ecuacion 1y se tiene
Inv = Ilna + bln(A) )

al definiry = lnv;ap = In a; a4
queda

b; x = In (AP) y sustituir en la ecuacién 2

y=a,+ a;x (3)

ecuacion de una linea recta.

Si se calculan los pardmetros a, y a; de la recta (Ec.3) con el método de minimos
cuadrados, se obtienen (indirectamente) los mejores valores a, y b que representan
los datos experimentales.

Para calcular g, y a, se construye la siguiente tabla para que los cdlculos sean
mds eficientes (puede usarse una hoja de célculo electrénica o un pizarrén
electrénico)
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S Inv; AP, | nAPY |lnvinAP
1 | 383 | 300 1348 | 340120 11.5%316 4.56734
2 | a1 | 3ss| a2 | aseess | 127454 5.09700.
3 | 497 | 505 | 160342 | 392197 | 1538185 6.28857
4 | 606 | 10| tsum | amme | 1sesom 7.77886
s |61 | 20| 19030 | 452179 | 2044658 | 860768
6 | 717 | 1050 | 196991 | 465396 | 2165934 | 916788
7 | 751 | 1150 | 201624 | 474493 | 2251436 9.56692
8 | 798 | 1300 | 207604 | 486753 | 2369285 | 10.10957
9 | 867 | 1535 | 215087 | 503370 | 2533814 | 1087214
10 | 939 | 1800 | 223965 | s19296 | 2696683 | 1163041
11 {989 | 1995 | 220581 | 529581 | 2804560 | 12.13545
Totales 2083364 | 4952087 | 22699598 | 9582182

Los valores de las sumatorias se sustituyen en el sistema de ecuaciones 5.62 y se

tiene

Ecuacién resultante

De donde:

20.83364 49.52087
95.82182  226.99598
a, = = - 0.35904
11.0 49.52087
49.52087 226.99598
11.0 20.83364
49.52087 95.82182
a, = = 0.50046
11.0 49.52087
49.52087 226.99598
y = 035904 + 0.50046 x
Ina = 035904 y a = 0.69835
b = 0.50046
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Con estos valores, la ecuacién que representa los datos experimentales queda
v = 0.69835 (AP)*0%¢

5.9 Al medir la velocidad (con un tubo de Pitot) en una tuberfa circular de
didmetro interior de 20 cm, se encontré la siguiente informacién

donde r es la distancia en cm medida a partir del centro del tubo.

a) Obtenga la curva v = f (r) que aproxima estos datos experimentales,
b) Calcule la velocidad en el puntor = 4 cm.

SOLUCION

a) Se asume que en la experimentacion hay errores, de tal modo que se justifica
usar una aproximacién por mfnimos cuadrados. Por otro lado se sabe que el
perfil de velocidades en una tuberia generalmente es de tipo parabolico, por
1o que se ensayard un polinomio de segundo grado

vir) = a3 + a;r + a2r2

Al construir la tabla que proporcione los coeficientes del sistema de ecuacio-
nes 5.64 se tiene

Estos valores se sustituyen en el sistema de ecuaciones 5.64 particularizado para
un polinomio de segundo grado y se tiene
Say, + 23a; + 147a, = 2152
23a, + 147a; + 1007 g, 8004
147 ay + 1007 a; + 7203 a, 46848
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Al resolver para los pardmetros ag, a; y a; y sustituirlos en el polinomio pro-
puesto queda

v(r) = 601.714 - 3.667 r - 5.347
b) Con la sustitucién r = 4, se obtiene
v(4) = 503.89 cm/s

Obsérvese que la distribucién de velocidades s6lo se presenta del centro a la
pared del tubo, ya que es simétrica.

5.10 El porcentaje de impurezas que se encuentra, a varias temperaturas y tiem-
pos de esterilizacién en una reaccién asociada con la fabricacion de cierta bebida,
estd representado por los datos siguientes

Tiempo de esteri- |
 lizacin min) | e
g T : T 1 . T w0
s | 1405 | s | 7
u: | 8 | 659
| s | ums | s
25 | na | ms | 19

Estime los coeficientes de regresién lineal en el modelo
y = ao + alxl + az.xz + a3x12 + a4x22 + asxl x2
SOLUCION

Si bien el modelo no es lineal, puede transformarse en lineal con los siguientes
cambios de variables

2 2
que sustituidos en el modelo propuesto dan
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cuyos pardmetros, siguiendo el criterio de los minimos cuadrados, pueden obtenerse

a partir del sistema

nay+ aZxy + alx, + afx; + a2y, + aZxs = 3y

aix, + @ + aSux + aSup + a Sy, + afepg = Iry
4T, + @ T + a8 + afon + aFuy + agurg = oy
agZx; + a2y + axx, + a3)1x§ + a2y, + adryrg = Zry
agxy + aSxg + a5 + afug + alxy + asixxg = Zxy
ag¥xs + aBxgry + aFxg, + afign + aSig, + afx; = Dy

Ahora, los valores de la tabla que se dan arriba se disponen asf

Puntos 1 2 3 4 -5 6 7
X 75 75 75 75 75 75 100
X3 15 15 20 20 25 25 15
y 1493 1587 | 22.41 | 21.66 | 10.55

14.05 | 16.56

Se continda adicionando las filas necesarias: x3, x4, Xs, x,2, x22, XX, ... y sumando
los totales de cada una para conseguir los coeficientes y el vector de términos in-
dependientes del sistema. Dichos cdlculos dan como resultado el siguiente sistema
de ecuaciones

ag

18 1800 360 187500 7500 360001 |, 251.94
1800 187500 36000 20250000 750000 3750000| |1 24170.0
360 36000 7500 3750000 162000  750000| |%2| _ 5287.9
187500 20250000 3750000 2254687500 78125000 405000000 |as| ~ 12420850.5
7500 750000 162000 78125000 3607500 16200000| |, 115143.0
36000 3750000 750000 405000000 16200000 78125000 a“ 508702.5
s
cuya solucién por medio de alguno de los métodos del capitulo 3 es
ay = 56.4264, a; = -0.362597, a, = -2.74767
az = 0.00081632, a, = 0.0816, as = 0.00314
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se sustituyen en el modelo y resulta
y=56.4264—0.362597x1—2.74767xz+0.00081632:(12 +O.0816x22 +0.00314xx,

Una vez obtenidos los coeficientes, puede estimarse el porcentaje de impurezas
correspondiente a un tiempo de esterilizacion y una temperatura dados; por ejem-
plo, a un tiempo de 19 min y una temperatura de 80°C se tiene un porcentaje de
impurezas de:

y = 56.4264 — 0.362597(80) — 2.74767(19) + 0.00081632(80)> +
0.0816(19)* + 0.00314(80)(19) = 14.67

Problemas

5.1 Ladensidad del carbonato neutro de potasio en solucién acuosa varfa con la temperatura
y la concentracién de acuerdo con la tabla siguiente

a) Calcule la densidad a 40 °C y 15% de concentracién

b) Calcule la densidad a 50 °C y 28% de concentracion

¢) Calcule la densidad a 90 °C y 25% de concentracién

d) Calcule la concentracion que tiene una solucién de densidad 1.129 a una tempera-
tura de 60°C

Utilice interpolaciones cuadrdticas en todos los incisos.

5.2 Los datos de presion-temperatura-volumen para el etano s¢ muestran en la tabla siguien-
te, donde la temperatura (7)) estd en °C, la presi6n (P) en atmdésferas y el volumen
especifico (1/V) en moles/litro.

Calcule ¢l volumen especifico en moles/litro para una presién de 7 atmésferas y una
temperatura de 175 °C.
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5.3 Dados

Sx) | f(x) | f(x1) | f(x)

a) Encuentre los coeficientes ag, a1, a2, del polinomio de segundo grado que pasa por
estos tres puntos, por el método de Lagrange.

b) Realice €l mismo proceso que en (a) pero ahora empleando ¢l método de aproxi-
macion polinomial simple.

¢) Demuestre que los polinomios en los incisos (a) y (b) son €l mismo, pero escrito
en diferente forma.

5.4 Dadauna funciény = f(x) en forma tabular, a menudo se desea encontrar un valor de
x correspondiente a un valor dado de y; este proceso, llamado interpolacién inversa, se
lleva a cabo en la forma ya vista, pero intercambiando los papeles de x y y. Dada la
siguiente tabla

donde y es la amplitud de 1a oscilacion de un péndulo largo, en cm y x es el tiempo
medido en min desde que empez6 la oscilacion.
Encuentre el polinomio de aproximacién de Lagrange de segundo grado que pasa por
los puntos (1), (2) y (3) y el valor de x correspondiente ay = 2 cm.

n

5.5 Sea z(x) = [] (x - x;).Demuestre que ¢l polinomio 5.22 puede escribirse en la forma

j=0
n f(x)
P, (x) = z(x) ifo (x_x:-i)z (X‘-)

5.6 Use las ideas dadas en el problema anterior para demostrar que

n
2 Li(x)~1 para toda x.
i=0

Sugerencia: Considere que la expresion dada corresponde al polinomio de aproximacion
por polinomios de Lagrange de f(x)=1 (un polinomio de grado cero).

5.7 Demuestre que el polinomio de aproximacion de Lagrange de primer grado puede es-
cribirse en notacién de determinantes asf

1

Por () = 75

Po(X) (X —X)
P (x) (% -x)
donde py () = fxg) ¥y p1(¥) = fix;) y los subindices 0 y 1 de p(x) se reficren a los
puntos (0) y (1) por donde pasa el polinomio de aproximacion.

Demuestre también que para el caso del polinomio de aproximacion de Lagrange de
segundo grado que pasa por los puntos (0), (1) y (2)

1 Py (X) (¥ —X)
Poy2(x) = Xy =Xy |Poa(X) (X —X)
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Lo demostrado en el probiema anterior es valido, en general, para aproximaciones de
tercero, cuarto, ..., n grado. Aitken desarrollé un método para interpolar con este tipo
de polinomios y consiste en construir Ia tabla siguiente

Xp | Po (xg-x)
xn |1 Por (x;-x)
X, | P2 Poz Porz (xy-x)
x3 | ps  Poz Porz Po123 (x3-x)
x, | Py Pos Pors Porze Por234 | (x-x)

donde p; = f{x;) y x el valor donde se desca interpolar.
Para el cdlculo de p,; se emplea el determinante

1

po (X — %)
po,i(x) = ﬂ 0 0

p; (5-x)

donde el denominador resulta ser (xx) - (Xg-x).
En cambio para py, ; se usa

1

Po1 (¥ —X)
Po1i(¥) = -x

Py (%-x)

cuyo denominador es (x—x) - (x; ~ x).

Se aconseja denotar la abscisa mds cercana a x como X, 1a segunda més préxima a x
como x, y asf sucesivamente.

Con ese ordenamiento los valores pq 1, P 1.2 Po,1,23 ©IC-, representan la mejor aproxi-
maci6n al valor buscado f(x) con polinomios de primero, segundo, tercero, ..., n grado.
Con el método descrito, aproxime el valor de la funcién de Bessel (J;) dada abajo en x
= 08

En el método de posici6n falsa (Capitulo 2) se realiza una interpolacién inversa: Dados
los puntos (x;, fix))) y (¢p , fixp)) se encuentra el polinomio p(x) que pasa por esos
puntos y luego el valor de x correspondiente a p(x)=0. Discuta la interpolacién inversa
para encontrar rafces de ecuaciones no lineales empleando tres puntos.

Demuestre que si la funcién f{x) dada en forma tabular corresponde a un polinomio de
grado n, entonces el polinomio de aproximacion p(x) de grado mayor o igual a n que
pasa por los puntos de la tabla es f{x) misma.

Sugerencia: Con el polinomio y = 2r +3 forme una tabla de valores y tomando dos
de esos valores encuentre p(x) y observe que p(x) = y; después, tomando 3 valores
cualesquiera observe que el p(x) obtenido es nuevamente y = 2x + 3. S6lo resta ge-
neralizar estos resultados.



384 METODOS NUMERICOS

5.11 Desarrolle algebraicamente el numerador y el denominador de

[l5] - flzo] = (xp - xgy LI =/ U0}

a 1~ %
2" (X3 —Xg) (X3 = X1)
para llegar a
flx] -flx] flxn]-flx]
X, - X X, - X
ay = — e = fl%, %, %)

5.12 Verifique que para tres puntos distintos cualesquiera de abscisas xg, x; y X, se cumple que

[ gy x1, %] = flxey, X, %3] = fley, X, Xg]

asf como con cualquier otra permutacion de x,, x,, x,. Esta propiedad de las diferencias
de segundo oden es conocida como simetria respecto a los argumentos y la cumplen
también las diferencias de primer orden (trivial), las de orden 3, etcétera.

5.13 Elabore un subprograma de propGsito general para construir la tabla de diferencias di-
vididas de una funcién tabulada.
Sugerencia: Vea el algoritmo 5.3. Puede usar una hoja de célculo electrénica.

5.14 Para los valores siguientes

donde e son los volts y p los kilowatts en una curva de pérdida en el nicleo para un
motor eléctrico:
a) Elabore una tabla de diferencias divididas.
b) Con el polinomio de Newton en diferencias divididas de segundo grado, aproxime
el valor de p correspondiente a e = 90 voits.
5.15 En la tabla siguiente

donde i es la corriente y v el voltaje consumido por un arco magnético, aproxime el valor
de v para i = 3.5 por un polinomio de Newton en diferencias dividas y compare con el
valor dado por la férmula empfrica

v = 304 + 904 ;90507
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Corrobore que el polinomio de Newton en diferencias divididas puede escribirse en tér-
minos de II, asf

no, = PR )
Pa(X) = Py (xg +5h) -kEOA f(x°).'go T+1
Nota: Considere que A°f(x0) = flxp)- Esta notaci6n es generalmente mds Wtil para pro-
gramar este algoritmo.

Con los resultados del problema anterior y con la definicién de funcién binomial siguien-
te, exprese la ecuacién (1) en términos de (,‘: )-

1 k=0

s _ i  s(s-1)(5=2)...(s=(k=1))
(3)= .'Eo TF1 - T3 ... (k) k>0

180
7500

donde p/a es 1a carga en Ib/pulg? que causa la ruptura de una columna de hierro dulce
con extremos redondeados y I/r es 1a razén de la longitud de la columna al minimo radio
de giro de su seccién transversal.

Encuentre el polinomio de tercer grado que pasa por estos puntos en sus distintas formas
a) ps(x) = ay + ax + ax?® + ay> (aproximacion polinomial simple).

b) Forma de Lagrange

¢) Aproximacién de Newton (en diferencias divididas)

d) Aproximacién de Newton en diferencias finitas (hacia delante y hacia atrds)

En una reaccién quimica, la concentracién del producto Cy cambia con el tiempo como

se indica en la tabla de abajo. Calcule la concentracién Cg cuando ¢ = 0.82, usando un
polinomio de Newton en diferencias finitas.

Ca | 000 | 030 | 055 | 0s0 | 110 | 115
't | 000 | 010 | 040 | 060 | 080 | 1.00

Resuelva el problema 5.13, empieando diferencias finitas; compare los cédlculos realizados
y los resultados obtenidos en ambos problemas.

Elabore un diagrama de flujo y codifiquelo para leer » pares de valores x y f{x), calcular
¢ imprimir la tabla de diferencias finitas hacia atrds
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V] = fix] - fix - k]
Vi = ViR] - VP - k)

5.22 En el caso en que la distancia & entre dos argumentos consecutivos cualesquiera es la
misma a lo largo de la tabla, puede usarse la ecuacién 5.35 para interpolar en puntos
cercanos a x, o bien la 5.38 cuando se quiere interpolar en puntos al final de la tabla
(véase Sec. 5.5). Si hay que interpolar en puntos centrales de la tabla, resulta conveniente
denotar alguno de dichos puntos centrales como.xg, COmMO X, X5, X3, ... 1as abscisas mayores
que xg y COmo x_y, X 5, X_3, .., 135 abscisas menores que xo. En estas condiciones ¢ in-
troduciendo el operador lineal 8, conocido como operador en diferencias centrales y
definido sobre f(x) como

o) = fix + hi2) - fix - hP2) (1
y cuya aplicacion sucesiva conduce a
X)) = 8%(x) = fix + h) - 2 fix) + fix - h)
y en general a
Sftx) = (61x)) @

Nétese que 8f(x,) no emplea, en general, los valores de la tabla, lo cual constituye una
dificultad para su uso. En cambio la segunda diferencia central

x) = fiox, + h) - 2 fg) + fig - k)
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incluye s6lo valores funcionales tabulados; esto es cierto para todas las diferencias cen-
trales de orden par. A fin de evitar que se requieran valores funcionales no tabulados
en la primera diferencia central, puede aplicarse 8 a puntos no tabulados, por ejemplo
a fix, + h/2) con lo cual queda

8fxy + hi2) = fixx + h) - fx) = fixeyy) - flxe),
donde ya solo aparecen valores funcionales de la tabla.
En general 3%*+1f(x, + h/2) (orden impar) queda en funci6n de ordenadas presentes
en la tabla.
Con la notacion de diferencias divididas se tiene que
fixg - h12) = fixg) - fix) = h flxgx ]
3fery) = Sftxy+hf2) - ofxy - h12) = hlxyxy] - hfirox]

= 2 Kflxgx, 1))
y en general
SZH o, +h2)=hE 120+ 1) e XK 4 i 4 41) A3)
SZH o h2)=h%*! (it DY ;1 X i K] @
para orden impar y
éz‘f(xk) = h2‘ (2i)!f[tk_‘-,..., xk,..., xk,H-] (5)

para orden par.
La tabla de diferencias centrales queda entonces

f(x2)

affeo)l | Fren | ]
| etk | O - -
B|f) || Efe)
] sfmrmy | ,
aife )| @

| Sf +h2) |

kxzi F(x) ”” =

A
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5.23

Note que el argumento permanece constante en cualquier linea horizontal de la tabla.
Con esta notacién y la aplicacién sucesiva de las ecuaciones 3y S5conk = 0,1a 5.29 se
transforma en

] (x +IIQ 62 x
fx) = f(x)+ (x=x) L1%75—_) + (X=X} (x-X) 2f!(h20‘) +
33f(xg+m2)
(x-x) (X=x) (x-x_;) — et ©)
Al emplear el cambio de variable
X = Xy + Sh,
de donde
x - X
s =—5—

el polinomio (6) queda

Py (Xg+sh)y=f(x3) +58f(xg+W2) + S—@z:!i)-azf(xo) +

2 2 2 2
s_(%_'i_l_la3f(xo+w)+s(s - 14?(3 -2) 64f(x0) +

2 _ 12 2 _(i-1)2 —i .
4 5(s 1)...((s2l)!(z 1)°)(s ')62‘f(x0) @)

cuando el grado del polinomio es par; si es impar, el tltimo término de la ecuacién 7
queda como

212 2 _ 2 .
.4 50 (lz)figi ) s2+1f(x, +h2)

Este polinomio se conoce como la férmula hacia delante de Gauss.
Con la tabla del ejemplo 5.7 construya una tabla de diferencias centrales y mediante la

ecuacién 7 encuentre por interpolacién la presion correspondiente a una temperatura
de 76°F.

Si aproxima la funcién dada abajo por un polinomio de segundo grado y con éste inter-
polaenx = 10, estime el error cometido en esta interpolacién.

5.24

525

Demuestre que el término del error para la apraximacion polinomial de segundo grado es

R, () = (=xg)(x-xp)(x-xp) flexgx,x,)

Encuentre una cota inferior y una cota superior del error de interpolacién R;(x) en x
= 6.3 para la funcidn f{x) = ¢* dada en los puntos x4=>5, x;=6, x,=7, x;=8 (véase
ejemplo 5.11).
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526 Demuestre que la funcién dada por z(x) = |(x-Xp)(x-x;)| con x, < x < x; alcanza su
valor maximo en (x, + x,;)/2 y estd dado por (x;-xy)7/4.
5.27 Con los resultados del problema anterior y la férmula

(»+1) n
R, (x) = (Ln;li)ﬁ,l I (=3,

demuestre que el error R;(x) con xy< x s x; correspondiente a una aproximacién lineal
de f(x) usando como argumento X, y x; €5 menor en magnitud (valor absoluto) que
M(x;-x)%/8, donde M es el valor maximo de |f "(x)| en fxg, X;].

528 Los siguientes valores fueron obtenidos de una tabla de distribucion binomial

0.2000 0.2500
05120 | 04219
04219
0 | 0.1406
o | votss

X 0.1000
08574 | 072% |
014354 | 02430

Al pie de dicha tabla se lee "la interpolacién lineal dard valores exactos de b a lo mds
en dos cifras decimales”.

Encuentre una aproximacion de f (x; #, p) = f(1;3,0.13) exacta en tres cifras decimales.
Recuerde que

bes n,p) = (3 )P (1 - py*

{Cree usted que si los valores de 1a tabla son exactos en las cuatro cifras decimales dadas,
pueda obtenerse exactitud con cuatro cifras decimales aplicando el método de interpo-
lacién?

5.29 En la siguiente tabla, r es la resistencia de una bobina en ohms y T la temperatura de
la bobina en °C. Por mfnimos cuadrados determine el mejor polinomio lineal que re-
presente la funcién dada.

v es el volumen en pie3 de una Ib de vapor y P es la presién en psia. Encuentre los
pardmetros a y b de la ecuacién

P=av

aplicando el método de mfnimos cuadrados.
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5.31 Se sabe que el nimero de puligadas que una estructura recién construida se hunde en
el suelo estd dada por
y=3-3e%
donde x es €l nimero de meses que lleva construida la estructura. Con los valores
x| 2 | 4 | 6 | 12 | 18 | 24
y | 107 | 188 | 226 | 2718 | 297 | 299
estime a, usando el criterio de los minimos cuadrados (véase ejercicio 5.8).
5.32 En el estudio de la constante de velocidad k& de una reaccién qufmica a diferentes tem-
peraturas, se obtuvieron los datos

533

Calcule el factor de frecuencia 2 y la energfa de activacién E asumiendo que los datos
experimentales siguen la ley de Arrhenius:

k = z ¢ EN98T

Sieder y Tate* encontraron que una ecuacién que relaciona la transferencia de calor de
liquidos por dentro de tubos en cambiadores de calor se puede representar con nimeros
adimensionales

Nu = a(Re) (Pry ( f-)*

Donde Nu es el nimero de Nusselt, Re es el nimero de Reynolds, Pr el nimero de
Prandtl y g y a4, y las viscosidades del liquido a la temperatura promedio de €ste y a la
temperatura de la pared del tubo, respectivamente.

Encuentre los valores de g, b, ¢ y d asumiendo que la tabla siguiente representa datos
experimentales para un grupo de hidrocarburos a diferentes condiciones de operacion.

Nu | 9745 | 109.

L ::; : ’:‘; B 115.16

sea | a1

Pr | 182

65

122

534

Elabore un programa de propdsito general, para apraximar una funcién dada en forma
tabular por un polinomio de grado n usando el método de minimos cuadrados.

*Sieder y Tate. Ind. and Eng. Chem. 28, 1429 (1936).
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En una reaccién gaseosa de expansién a volumen constante, se observa que la presion
del reactor (batch) aumenta con el tiempo de reaccidn seglin se muestra en la tabla de
abajo. ¢{Qué grado de polinomio (con el criterio de ajuste exacto) aproxima mejor la
funcién P = f{t)?

P(atm) | 10000 | 1.0631 | 12097 | 13875 | 17232 | 20000 | 29100

tqmn) | 00 | o1 | 03 o5 |os | 10 | 1s

5.36

La aparicién de una corriente inducida en un circuito que tiene la constante de tiempo
T estd dada por

I1=1-¢'F

donde ¢ es el tiempo medido desde el instante en que el interruptor se cierra e I la razén
de la corriente en tiempo ¢ al valor total de la corriente dado por la iey de Ohm. Con
las mediciones siguientes, estime la constante de tiempo v de este circuito (constltese el
Ejer. 5.8).

1 0073 0220 | 0301 0.370 0418 | 0467 | 0517

t(seg) | 01 ! 02 | o3 0.4 05 0.6 0.7

537

5.38

5.39

Los valores

e | 00 | 00 | 2724 | a1
s 615 | 621 | 663 | 703

representan la cantidad s en gr de dicromato de potasio disueltos en 100 partes de agua
a la temperatura ¢ indicada en °C. La relacién entre estas variables es

logigs = a + bt + cf?
Calcule los pardmetros 4, b y ¢ por el método de mfimos cuadrados.
Para la tabla de datos que se da abajo, encuentre los pardmetros a y b de la ecuacién

y = a + (0.49-q) e¥¢9)

x | 10 20 30 40
048 | 042 | o040 | 039

Veinte tipos de hojas de acero procesadas en frfo tienen diferentes composiciones de
cobre y temperaturas de templado. Al medir su dureza resultante se obtuvieron los
siguientes valores
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Se sabe que la dureza depende en forma lineal del contenido u de cobre en % y de la
temperatura de templado v

y=ay + au + ay

Determine los pardmetros g, a; ¥ 85, siguiendo el criterio de los mfnimos cuadrados.




CAPITULO 6

INTEGRACION Y DIFERENCIACION NUMERICA

Seccién 6.1 Métodos de Newton-Cotes
Seccién 6.2 Cuadratura de Gauss
Seccién 6.3 Integrales mailtiples
Seccién 6.4 Diferenciacién numérica

EN ESTE CAPITULO se abordan los temas cldsicos de integracién y derivacién
con procesos finitos de aproximacion.

INTRODUCCION

Una vez que se ha determinado un polinomio p,(x)* de manera que aproxime
satisfactoriamente una funcién dada f(x) sobre un intervalo de interés, puede espe-
rarse que al diferenciar p,(x) o integrarla en forma definida, también aproxime sa-
tisfactoriamente la derivada o integral definida correspondientes a f(x). Sin embargo,
si se observa la figura 6.1 —donde aparece 1a gréfica de un polinomio p,(x) que
aproxima la curva que representa la funcién f(x)— puede anticiparse que aunque
la desviacion de p,(x) y f(x) en el intervalo [x, x,] es pequeila, las pendientes de las
curvas que las representan pueden diferir considerablemente; esto es, la diferencia-
cién numérica tiende a ampliar pequefias discrepancias o errores del polinomio de
aproximacion.

Por otro lado, en el proceso de integracién (véase Fig. 6.2), el valor de

X,
I (x)ydx,
0
estd dado por el drea bajo la curva de f(x), mientras que la aproximacién
X
J.pu(x)drx,
0
estd dada por el 4rea bajo la curva de p,(x) y los errores que se cometen en diferentes
segmentos del intervalo tienden a cancelarse entre sf o a reducirse. Por esto el error
total al integrar p,(x) entre xo y x, puede ser muy pequefio, adn cuando p,(x) no

sea una buena aproximacion de f(x).
En resumen: Si la aproximacién polinomial p,(x) es buena, la integral

S (x)dx,

*Ya sea por el criterio del ajuste exacto o el de mfnimos cuadrados.
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Sx)

== p,(%)

dp (x)
dx
xl
dfix) ‘
dx

Pendiente
Pendiente

Figura 6.1. Diferenciaci6n del polinomio de aproximacion.

J— X ]

Jx)

Figura 6.2. Integracion del polinomio de interpolacion.
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puede dar una aproximacion excelente de f;" f(x)dx. Por otro lado, % [P-()],
que da la pendiente de la linea tangente a p, (x), puede variar en magnitud respecto
a % [f(x)] significativamente, aunque p, (x) sea una buena aproximacion a f(x). Por

tanto, la diferenciacion numérica debe tomarse con el cuidado y reservas que lo
amerita; particularmente cuando los datos obtenidos experimentalmente puedan te-
ner errores significativos.

Los métodos de integracién comtinmente usados pueden clasificarse en dos gru-
pos: los que emplean valores dados de la funcion f(x) en abscisas equidistantes y
que se conocen como férmulas de Newton-Cotes, y aquellos que utilizan valores de
f(x) en abscisas desigualmente espaciadas, determinadas por ciertas propiedades de
familias de polinomios ortogonales, conocidas como férmulas de cuadratura gaus-
siana.

6.1 METODOS DE NEWTON-COTES

Para estimar I = [ : f(x)dx, los métodos de Newton-Cotes funcionan en ge-
neral en dos pasos

1. Se divide el intervalo [a,b] en n intervalos de igual amplitud cuyos valores
extremos son sucesivamente

y=x+i(E2),i=012,..,n ©6.1)
Para quedar en la nueva notaciébn xo = ayx, = b.

2. Se aproxima f(x) por un polinomio de grado n, p,(x) y se integra para obtener
la aproximacion de 1.

Es evidente que se obtendrdn valores diferentes de I para distintos valores de n,
como se muestra a continuacion.

Método trapezoidal

En el caso de n = 1, el intervalo de integracién [a, b] queda tal cualyxp = a,
x; = b; la aproximacién polinomial de f(r) es una lfnea recta (un polinomio de
primer grado p;(x)) y la aproximacion a la integral es el drea del trapezoide bajo
esta linea recta, como se ve en la figura 6.3. Este método de integracién se llama
regla trapezoidal,

Para llevar a cabo la integracion f;‘ p1(x)dr, es preciso seleccionar una de las
formas de representacion del polinomio p; (x), y como f(x) estd dada para valores
equidistantes de x con distancia h, la eleccién 16gica es una de las férmulas en

diferencias finitas (hacia delante, hacia atrds o centrales)*. Si se eligen las diferencias
finitas hacia delante, se tendrd entonces que

*Constitese el capitulo 5.
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f&) ~ py @
donde p,(x) es, segin la ecuaci6n 5.35
i) = pasg + sh) = flz) + 8 A f ()
Se remplaza p;(x) en la integral y se tiene
Sreyde = 715 (n) + s8f(x)] a 62)

Para realizar la integracién del lado derecho de la ecuacion 6.2 es necesario tener
a toda la integral en términos de la nueva variable s que, como se sabe, estd dada

por la expresion

De ésta, l1a diferencial de x queda en términos de s

dv = hds,

ya que xp Y 2 son constantes.
Para que los limites de integracion xy y x; queden a su vez en términos de s, se

sustituyen por x en x = xo + sh y se despeja s, lo que da respectivamente

Xqg = xo + shdedondes = 0

I

Xy + shdedondes = 1,

Xy

(%)

ﬂ///////

b x
[ f)d x =[" p(x)dx=drea del tra-
a X, pezoide con
vértices.
Xo> xpf(-xo)s

Sfix)

Figura 6.3. Integracién numérica por medio de la regla trapezoidal.
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y resulta

S0 () + sAf () 1dr = S RLf(x) + sAf (%) ]ds

Al integrar se tiene

2 1 A
By 1fGo) +5AF () 1ds =h[sf @)+ 5 Af ()] | 0=hlf<Xo>+—lfz(x° ]

como Af(xg) = f(xo+h) - f(xo), se llega finalmente a

PPy = 2 15(x0) + £(x)] (63)

el algoritmo del método trapezoidal.

Notese que el lado derecho de la ecuacién 6.3 es el drea de un trapezoide de
altura h y lados paralelos de longitud f(x;) ¥ f(x1) (véase Fig. 6.3).

Antes de empezar a resolver ejercicios, es conveniente observar que los métodos
vistos y los siguientes sirven también cuando la funcién f(r) estd dada analfticamente
y las técnicas estudiadas en el célculo integral no dan resultado, o bien cuando esta
funcion es imposible de integrar analfticamente. En esos casos, l1a tabla de puntos
se elabora evaluando la funci6n del integrando en abscisas seleccionadas adecuada-
mente.

Ejemplo 6.1
Uso del algoritmo trapezoidal

a) Aproxime el 4rea A bajo la curva de la funcién dada por la tabla si-
guiente, en el intervalo @ = 500, b = 1800.

Puntos | 0 1 | 2 | 3 | a4 | 5
fy | eo B4 | 187 | mo | 1 | 22
x| 500 900 |1400 |1800 2000 |2200

b) Aproxime A, = [, (2 + 3r) dr
¢) Aproxime A; = [} (1 + 2 + A&

d) Aproxime Ay = f:a sen x dx
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SOLUCION
Con la ecuacién 6.3 se ticne

a) h

1800 - 500, Xo = 500,x = 1800
A= B0 (94 23) = 20800

by h =5-0,x5=0,x =5

A, ~ % ([2+3(0)] + [2+3(5)]) = 475

c) h

4"'(_2)’x0 = —Z,X] =4
A = —g—([1+2(-—2) + 3(—2)2] + [1+2(4)+3(4)2]) = 198

dyh =a22-0,x = 0,x = xn2

A, ~ ”;2 (sen0 + sen n2) = w4

Se deja al lector la comparacién y discusién de los resultados obtenidos
analiticamente [incisos (b), (¢) y (d)].

Método de Simpson

Sin = 2; esto es, el intervalo de integracion [a, b] se divide en dos subintervalos,
se tendrdn tres abscisas dadas por la ecuacién 6.1 como

xO-a
> = b

N|c-

a 1
mz =2 (02

Se aproxima f(x) con una pardbola [un polinomio de segundo grado p,(x)], y la
aproximacion a la integral serd el 4rea bajo ¢l segmento de pardbola comprendida
entre f(xg) y f(x2) como muestra la figura 6.4. Esto es

b x.
S, f(x)ax = fx:Pz(x) dx
para realizar la integracién f;;z p2(x) dx, se usa la férmula de Newton en dife-
rencias finitas hacia delante para expresar p;(x) (Ec. 5.35)

s(s 1)

P2(x) = py(xg + sh) = f(x5) + sAf(x) + A%f(x4)

al sustituir p,(x) y expresar toda la integral en términos de la nueva variable s, queda
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p,(x)

Sx)

= x

Figura 6.4. Integracion numérica mediante la regla de Simpson.

f:f(x)dxzj:pz(x)dx = h [ py(xy + sh) ds
Sopa(xo + sh) ds =h §[f(xg) + sAf(x0) + ) A7 (x5 )as
52 53 52 2
= h[sf(x) + 5 Af(x) + 5782 (%) - 7 8%f (%)1 |
0

= h[2f(x) + 2Af(x) + %Azf(Xo)]

De la definicién de la primera y segunda diferencia hacia adelante se tiene

Af(xo) = f(xo + h) —f(x) = (%) - f(x)
y

APf(xg) = f(xg+2h)-2f(xg+h) +f(X)) = f(x2)-2f(x;) +(xp)
que sustituidas en la dltima ecuacion dan lugar a
FF) d(x) = 3 [£(x) + 4f (1) + f(x)] (64)

el algoritmo de Simpson.
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Ejemplo 6.2
Con el algoritmo de Simpson aproxime las integrales del ejemplo 6.1.
SOLUCION

Con la ecuacién 6.4 se tiene

1800-500

a) h = 2

=650, x9=500 , x; =xo+h=500+650=1150 , x,=1800

fto) = 9, fix,) = 1608, flx,) = 23

[f(x1) se obtiene interpolando con un polinomio de segundo grado en diferen-
cias divididas]

A = 939 [9 + 4(1608) + 23] = 20869.33

by h = 2—;Q=2.5,x0=0,x1=0+2.5=2.5,x2=5

A, ~ 23—5 [2+3(0)+4(2+3(25))+2+3(5)] = 475

c)h=4m2“2 =3,x%=-2,x1=-2+3=1,x,=4
A3=%[1+2(—2)+3(-2)2+4(1+2(1)+3(1)2)+1+2(4)+3(4)2]=90
%_o
d) h=—5—=m4,x=0,x=0+74,x, =72
/4
A4z—3-(sen0+4senn/4+sen:r/2)= 1.0023

Se deja al lector la comparacién y discusién de los resultados obtenidos
analiticamente [casos de los incisos (b), (c) y (d)] y con los obtenidos en el
ejemplo 6.1.

Caso general

A continuacién se verd el caso mds general, donde el intervalo de integracién
[a,b] se divide en n subintervalos y da lugar a n+1 abscisas equidistantes xg, Xq,....X,,
conxy = ayx, = b (véase Fig. 6.2). Esta vez el polinomio de interpolacién es
de n-ésimo grado p,(x) y se utilizard la representacién 5.35 para éste.
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b
La aproximacién a la integral | f(x) dx estd dada por

§25(eydx= §p, (x)dx=h f] p, (xg+ sh)ds

= h 1 G + 5 AF(xg) + TR A2 () + =R a3,

+m+s(s—1)(s—2’)l.!..(s—(n—1)) A"f(xy)]ds

Con la integracién de los cinco primeros términos se tiene

B [o Pty + sh)ds =h [Sf(xo)+ A (xo) + (5 - 5 877 (x)

s
+ (-"-— + )A3f(x0)

s3 + 1153 "

4 .
+ (135 120 16 g ) A*f(xy) + términos faltantes] |

0

Todos los términos son cero en el limite inferior, por lo que

ff(x)dx h[nf(xo)+ Af(xo)‘f(——"")Az)’(xo)

2
+ (37— t EIN(x) (65)

S 2
11)1 n 4 .
+ (120 16+ > —g) A4 f(xo)+térmmosfaltantes]

A continuacion se dan las férmulas de Newton-Cotes para integrar cuando n =
1,2, 3, 4, 5y 6. El lector puede verificarlas sustituyendo el valor seleccionado de n
y las diferencias correspondientes en términos de sus valores funcionales en la ecua-

cién 6.5.

n=1

Flreyde = % [f(x0) + f(x)] trapezoidal
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n =2

[2f()d = 5 [f(x) + 4 (1) + f(x)] Simpson 173
n=3

I2r(eyde =1 (%) +37(x) +3f(x2) +f(x3)]  Simpson 38
n=4 (6.6)

SRy de = ZH 171 () + 32£ (1) + 12f (x2) + 32 (x3) + Tf (24) ]

n=2>5
5h

S @y de = 500 (191 (o )+7SF (11 ) +50 (x)+501 (13 )+75 £ @) +19£ (x5) |
n==o6

S (x)dr = S 411 (x0) + 2167 (1) + 271 (x2) + 272f (x3) + 271 (x0)

+216f (x5) + 41f(x6)]

Métodos compuestos de integracion

Algunas veces el intervalo de integracion es tan amplio, que resulta conveniente
dividirlo en subintervalos y aproximar cada uno por medio de un polinomio.

Método trapezoidal compuesto

Por ejemplo, en vez de aproximar la integral de f(x) en [a, b] por una recta (véase
Fig. 6.5.a), conviene dividir [a,b] en n subintervalos y aproximar cada uno por un
polinomio de primer grado (véase Fig. 6.5 b). Una vez hecho esto, se aplica la
férmula trapezoidal a cada subintervalo y se obtiene el drea de cada trapezoide, de
tal modo que la suma de todas ellas da la aproximacion al 4rea bajo la curva f(x).
Esto es

I=f:f(x)dxz£x:lpl (x)dx+ [2py (x)dx + . +f;":l}n(x)dx

donde p; (x) es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (xi_1, f(xi-1)),
(x; f(x;)). Con la ecuacién 6.3 se tiene

X1 =X

(k) +F(x) 1+

X9 —

Xy
2 [f(x)+f(x)] + ...

] =

(6.7)
Xy =Xy g
+ 2 [f(xnol) +f(xu)]
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Figura 6.5. Integracién por el método trapezoidal compuesto.

Si todos los subintervalos son del mismo tamaiio A, esto es, 8ix;4; —x; = h, para
i=0, 1, ..., (n-1), entonces la ecuacion 6.7 puede anotarse

L= 2 [1(r) + 27 (1) + 27 () + o 420 (501 +£(5) )

que puede escribirse con la notacion de sumatoria

n-1
D=2 [f(x) + 23 f(x)+f(x)] 9
i=1

Ejemplo 6.3
Mediante el algoritmo trapezoidal compuesto, aproxime el drea bajo la cur-
va de la siguiente funcién dada en forma tabular, entrex = -1yx = 4,
~ Puntos 1 2 3 4 5
x 0 1 2 3 4

fey | 8 | 10 | 10 | 2 76 238
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SOLUCION

Si se toman todos los puntos de 1a tabla, se puede aplicar cinco veces el
método trapezoidal. Como todos los intervalos son del mismo tamafio (h=1),
se usa la ecuacion 6.8 directamente

Az%[S +2(10 + 10 + 20 + 76) + 238] = 239

Compédrese este resultado con la soluci6n analitica (los datos de la tabla
corresponden a la funcién f(x) = A -2 x4 10).

Para aproximar el 4rea bajo la curva de una funci6n analitica f(x) en el
intervalo [a, b], proporcionar la funcién por integrar F(x) y los

DATOS: El nimero de trapecios N, el limite inferior A'y
limite superior B.
RESULTADOS: El 4rea aproximada AREA.
PASO 1. HacerX = A
PASO 2. HacerS = 0
= (B

PASO 3. Hacer H - A)/N

PASO 4. SIN = 1, ir al paso 10. De otro modo continuar.
PASO 5. Hacerl = 1

PASO 6. Mientras I < N-1, repetir los pasos 7 a 9.

PASO 7. HacerX = X+ H

PASO 8. Hacer S =S + F(X)

PASO 9. Hacerl =1+1
PASO 10. Hacer AREA = H/2 * (F(A) + 2*S + F(B))
PASO 11. IMPRIMIR AREA y TERMINAR.

Método de Simpson compuesto

Como para cada aplicacion de la regla de Simpson se requieren dos subintervalos,
a fin de aplicarla # nGmero de veces, deberd dividirse el intervalo [a, b] en un

ndmero de subintervalos igual a 2n (véase Fig. 6.6).

Cada par de subintervalos sucesivos se aproxima por un polinomio de segundo

grado (parébola) y se integra usando la ecuacién 6.4, de tal manera que la suma de

las 4reas bajo cada segmento de pardbola sea la aproximacién a la integracién de-

seada. Esto es

I=f:f(x)dxz;fx:};,(x)dx+f::pz(x)du ...+f;":bp"(x)dx

donde p; (x), i= 1,2,..., nn, es ¢l polinomio de segundo grado que pasa por tres puntos

consecutivos.
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\ Pardbola que aproxima

\ S@en(x,,.5,] /

Pardbola que aproxima \ /

Sxyen [x,,x,] \

x X, X X, X n -
a° 1 2 3 4 2 1 b
Figura 6.6. Integracién por el método de Simpson compuesto.
Al sustituir la ecuacién 6.4 en cada uno de los sumandos se tiene
I=F[f(x) +4f () +f () 1+ F[f(x2) +4f(x3) +F (%) ] + ..
h’l
1 (Baz) + 47 (1) +1(%)] (6.09)
donde
h] =X1p—-Xg = Xp—Xp
hy = x3 —Xy = X4 —X3

h, = x, 4 - Xn2 = Xy — Xy

Sihy =hy, = ..= h,, la ecuacién (6.9) queda como sigue
L= 217 () + 47 (1) +F () |+ 21£(x) + 41 (53) +£(3)1 + ..

+}§1[f(xn—2) +4f(x, ) +f(x,)]
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que usando la notacién de sumatoria queda de la siguiente manera

n-1 n2
=30 +4 37D +2 S+ D] | (o)

Ai=2 Ai=2

donde Al significa el incremento de i.

Ejemplo 6.4

Mediante el algoritmo de Simpson de integracién, aproxime el 4rea bajo la
curva del ejemplo 6.3.

SOLUCION

Con los puntos dados de la tabla, se puede aplicar la regla de Simpson en
dos ocasiones; por ejemplo, una vez con los puntos (0), (1) y (2) y otra con
los puntos (2), (3) y (4). Como la integracion debe hacerse de x =-1 a x =4,
se integra entre los puntos (4) y (5) con el método trapezoidal y la suma serd
la aproximacién buscada:

a) Método de Simpson aplicado dos veces: hy =hy =h3 =hy =1, entonces
puede usarse la ecuacién 6.10

A= 3 [8+4(10+20)+2(10) +76] = 74666

b) Método trapezoidal aplicado a los puntos (4) y (5)
A, = % (76 + 238) =157
por lo tanto, la aproximacién al 4rea es
A = 74666 + 157 = 231.666

Compare este resultado con el obtenido en el e]emplo 6 3 y el resultado
de la solucién analftica (la funci6n tabulada es f(x)—x -2F 4+ x + 10).

Ejemplo 6.5

Encuentre 1a integral aproximada de la funcién
1 e-xz/i

v2r ’

que da lugar a la curva normal tipificada, entre los limites -1y 1.
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a) Utilice la regla trapezoidal con varios trapezoides y compare con el re-
sultado (0.682) obtenido de tablas.

b) Use la regla de Simpson varias veces y compare con €l resultado (0.682)
obtenido de tablas.

SOLUCION

a) Oonn=1,h=-1—_—(l_—-l—)-=2

. =L -
[= = [f(x) +£(x)] = 73 (0606 +0606] = 0.484

El error relativo, tomando el valor de tablas como verdadero, es

_ 0484 — 0682 | _
- 0.682 -

0.29 (o] 29%
Conn = 2, h = =1

1= 5\,12—_” [f (o) + 2 () +F(xy) ]=~2—‘/12=n [0.606+2(1)+0.606] =0.64

_ 064 - 0682 _
E_,= YT = 0.0587 0 5.87%
COnn=4,h_1‘4'1 =05

v (%) + 2 (1) +2(x) + 20 (%) + £(3))]

=

0.5

=—"—10.606+2(0.882) +2(1)+2(0.882)+0.606] = 0.672
2\/-2;[ ( )+2(1)+2( ) ]
_ ]o672 - 0.682] _
E,.y= ea2 = 0.0147 o 1.47%
b)Conn=2,h=1‘2’1 =1

1
I~ [ () + 41 () +1 @) ]=37L2; [0.606+4(1)+0.606]=0.693

E,_,= 10.693 ~ 0.682 | = 0.0162 o 1.62%

=2 0.682
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Conn=4,h=1”4"1 =05

Lm S [(0) +47(0) + 2 (1) + 47 (x3) + £(x)]

0.5
= —>— [0.606 + 4 (0.882) +2 (1) +4(0.882) +0.606] = 0.683
| (0882) +2(1) +4(0882) +0.606]
_ | 0.683-0.682] _
E,_, = T = 0.0015 0 0.15%

Para aproximar el 4rea bajo la curva de una funcién analftica f(x) en el
intervalo [a,b], proporcionar la funcién por integrar F(X) y los

DATOS: El nimero (par) de subintervalos N, el limite
inferior A y el limite superior B.
RESULTADOS:  El 4rea aproximada AREA.
PASO 1. HacerS1 =20
PASO 2. HacerS2 =0
PASO 3. HacerX = A
PASO 4. Hacer H = (B-A)/N
PASO 5. SiN =2, ir al paso 13. De otro modo continuar.
PASO 6. HacerI =1
PASO 7. Mientras I < N/2-1, repetir los pasos 8 a 12,
PASO 8 Hacer X =X+ H
PASO 9. Hacer S1 = S1 + F(X)
PASO 10. Hacer X = X+H
PASO 11. Hacer S2 = 82 + F(X)
PASO 12. HacerI=1+1
PASO 13. Hacer X =X + H
PASO 14. Hacer S1 = S1 + F (X)
PASO 15. Hacer AREA = H/3 * (F(A) + 4*S1 + 2*S2 + F(B))
PASO 16. IMPRIMIR AREA y TERMINAR.

Ejemplo 6.6

Elabore un subprograma para integrar la funcién del ejemplo 6.5 con el
método trapezoidal compuesto, usando sucesivamente 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ...,
1024 subintervalos y calcule sus correspondientes errores relativos en porcien-
to. Con los resultados obtenidos elabore una grdfica, error porcentual contra
nimero de subintervalos y discitala.
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SOLUCION

El programa 6.1 que se encuentra en el disco fue disefiado para usar el
subprograma TRAPECIOS en la integracion de

1 %

- €

V2r

en el intervalo [-1,1}, usando N=1,2,4,..,1024 subintervalos sucesivamente.
Los resultados obtenidos para cada valor de N son

APROXIMACION DEL AREA BAJO LA FUNCION

F (X) = 1/SQR (2*3.14159) * EXP (-X"212)

DESDE X = -1.00 HASTA X = 1.00
N APROXIMACION AL AREA ERROR EN 1%

1 0.484 29.041

2 0.641 6.024

4 0.673 1.390

8 0.680 0.269

16 0.682 0.009

32 0.683 0.078

64 0.683 0.095

128 0.683 0.100

256 0.683 0.101

512 0.683 0.101

1024 0.683 0.101

EL VALOR VERDADERO DE LA INTEGRAL ES: 0.682

El error relativo porcentual se calculd utilizando como valor verdadero el
encontrado en tablas, que es 0.682. Se traza la gréfica y se hacen los comen-
tarios correspondientes.

Comentarios

El eje de las ordenadas estd en escala logarftmica.

El error obtenido por el programa es bdsicamente la suma de dos tipos de
errores, el de truncamiento (debido a la aproximacién de la funcién en cada
subintervalo por una lfnea recta) y el de redondeo (por el tamafio de la palabra
de memoria de la computadora en que se realizan los cdlculos).
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Porcentaje l
de error 4
2 -

1071

.

102 —
8—
6-—-
4

3

R N
107 T T T L T T T T =
8 16 32 48 64

Niumero de trapecios

El error de truncamiento disminuye al aumentar el nimero de subintervalos
y tedricamente tiende a cero cuando N tiende a infinito. Por otro lado, el
error de redondeo crece al aumentar el niimero de subintervalos (debido al
aumento del ndmero de cdlculos). En la gréfica se ve que el error global dis-
minuye al incrementar el nimero de subintervalos hasta llegar a un minimo
para N = 16, para después aumentar debido a que el peso del error de re-
dondeo empieza a dominar.

En general, cuando se recurre a una integracién numérica, no se tiene el resultado
verdadero y resulta conveniente integrar con un nimero »n de subintervalos y luego
con el doble. Si los resultados no difieren considerablemente, puede aceptarse como
bueno cualquiera de los dos.

Ejemplo 6.7

Elabore un subprograma para integrar una funcién analitica por el método
de Simpson compuesto, usando sucesivamente 2, 4, 8, 16, ..., 2048 subinterva-
los. Compruébela con la funcién del ejemplo 6.5.

SOLUCION

Ver programa 6.2 en el disco.
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Andlisis del error de truncamiento en la aproximacion trapezoidal

Considérese el i-€simo trapezoide de una integracion trapezoidal compuesta o
sucesiva, con abscisas x; ; y x; La distancia entre estas abscisas es h = (b - a)/n.
Sea ademds F(x) 1a primitiva del integrando f(x), es decir dF(x)/dx = f(x). Con esto
la integral de la funci6n f(x) en el intervalo [x;_;, x;] queda dada por

L= fx;f(x)dx = F(x)-F(x,) (6.11)
Por otro lado, la aproximacioén de I; usando el método trapezoidal es
h
T, = 2 f(x,y) + f(x)] 6.12)

En ausencia de errores de redondeo puede definirse el error de truncamiento
para este trapezoide particular asf

E =T -] (6.13)

Para continuar con este anélisis, f(x) se expande en serie de Taylor alrededor de
x = x; de modo de obtener f(x; 1)

(% = %)
F(xy) =f(x) + (x4 -x)f’(x;) + ——-i-!-—-f”(x,.) + ...
comoh = x;-x;4

2
Flxig) = F(5) = Af(8) + 207" (x) + o (6.14)

se sustituye la ecuacién 6.14 en la 6.12

_ h , .,
T,‘—E[Zf(x;)_hf (X‘-)+ (2|)f (xi)+"‘]
2 3
= ) =50 * gy ) e 6.15)

En forma anéloga puede obtenerse
. h? K
F(x,_,) = F(x;)~-hF'(x;) + —2-!-F T (x;) - ﬁF P (x) + ..

cuya sustitucién en la ecuacién 6.11 produce

2 3
L=hF (%) - 27 F " (5) + 5 F o (x) - o
come f(x) = F'(x)
£(x) = F*(x)
f”(x) =F’),(x)



412 METODOS NUMERICOS

y al sustituir se obtiene:
h? n?
L =hf(x,-)—ﬁf’(x,-) +§f”(xi)—... (6.16)

Al remplazar las ecuaciones 6.15 y 6.16 en la (6.13)

H? n
Ei = [hf(x,) —‘2"!‘f’(xi) + 2(2!)f,,(x¢) + "']

2 3
ST - )+ A () - ]

E, = (:11— - —é—) Bf*’(x;) + términos en h*, K>, etcétera.
Considerando que h es pequefia (h << 1), los términos en n, B, etc., pueden
despreciarse, de modo que el error de truncamiento del i-ésimo trapezoide queda
dado aproximadamente asi

h3
Ei=5 17 (%) (6.17)
Si ademds |f’’(x)| <M paraa < x < b, entonces
h3
l Ei I = 12 M’

de donde el error de truncamiento usando n trapezoides en la integracion de f(x)
en ja,b] queda dado por

nh® . K h?
|Erl =5 M=nh S M=(b-a) 5 M (6.18)

Por tanto, el error de truncamiento en €l método trapezoidal es proporcional a
A lo cual, para fines de andlisis, suele expresarse asf

n-1

I fG dr =5 11(x) + 2 B0 +I(x)] + O (619)

y se dice que es una férmula que genera aproximaciones del orden O(h?) (véase Ec.
6.8).

Extrapolacién de Richardson. Integracién de Romberg

Con el nombre de extrapolacién de Richardson se conoce un conjunto de técnicas
que generan mejores aproximaciones a los resultados buscados o aproximaciones
equivalentes a métodos de alto orden, a partir de las aproximaciones obtenidas con
algin método de bajo orden y pocos cdlculos. Estas técnicas estdn basadas en el
andlisis del error de truncamiento, cuya aplicacion a la integracion numérica se
presenta a continuacion.
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Supdngase que el error de truncamiento de cierto algoritmo de aproximacion de

L= ff(x)a

se expresa
E=chf® (&)

donde c es independiente de k, r es un entero positivo y £ un punto desconocido
de (a,b). Luego de obtener dos aproximaciones de I emplear A, y h;, llamar a dichas
aproximaciones I; y I, respectivamente y despreciar errores de redondeo, se puede
escribir

Y
1

Y
-
|

= chifOxE)
I-1, = chiftX&)

Estas dos Gltimas ecuaciones se dividen miembro a miembro y como f (’)(51)
vf ® (&) son pricticamente iguales, se tiene

I-I, chif®O D

I-1,  chif® (&,)

de donde
hily = hyl
I = 142 21 (6.20)
h{ - hy
Si en particular h; = hy/2, la ecuacion 6.20 se simplifica a
= — 6.21
1= — (6:21)

Este proceso, conocido como integraciéon de Romberg, es efectivo cuando f 0 (9]
no varfa bruscamente en (a,b) y no cambia de signo en dicho intervalo. En estos
casos, las ecuaciones 6.20 y 6.21 permiten obtener una mejor aproximacién a I a
partir de I, y I, sin repetir el proceso de integracién y con célculos breves.

En el método trapezoidal (véase Ec. 6.18); por ejemplo, r = 2 y la ecuacién
6.21 toma la forma

22L-1, 4L -1
To2-1 ° 3
Para sistematizar la integracién de Romberg en la aproximacién trapezoidal, de-
nétense por Iﬁo) las aproximaciones de I obtenidas empleando 2k trapezoides (véase
tabla 6.1). Ahora, para obtener mejores aproximaciones de I mediante
I,(‘o) y I@l » Se aplica la extrapolacién de Richardson
221 - 10
I=—7"3
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Este resultado se denota como I;SI) y se genera la cuarta columna de la tabla 6.1.
Estos valores sirven para producir una segunda extrapolacién y obtener una mejor
aproximacion de 1. Con el empleo de I,El) y I@l se llega a

4 1 1
2
2#¢_1

que se denota como I,(‘z) , con lo que se genera la quinta columna de la tabla 6.1.
Este proceso puede continuar en tanto cada iteracién responda al algoritmo

D

M1

m

ym = 1,23, ... (6.22)

Cuando los valores de 120) - I al crecer k, los valores de la diagonal superior
de la tabla convergen* a L
Para entender mejor esto, a continuacion se resuelve y analiza un ejemplo.

| Nemero de Aproxiima-"‘ 1 ' Primera Segunda
k | trapezoides | ci6n trape- | Extrapo- Extrapo-
2% zoidal lacién lacién
©
0 1 I,

/

1 2 19 Ry o

/]

\ \
0! o__ ™ e
: 0

2 4 3 \ » Il \ >

, © \ a N @
3 8 19— 21 -
4 16 14(") h if) - 2(2)

.

Tabla 6.1. Aplicacién del método de Romberg,.

*Ralston, A. Introduccioén al andlisis numérico. Limusa-Willey, S.A. [1970] p. 149-152.
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Ejemplo 6.8
Encuentre una aproximacion de la integral
J 01 sen 7 x dr,
empleando 1, 2, 4, 8 y 16 trapezoides.

Con los resultados obtenidos y la ecuacion 6.22, obtenga mejores aproxi-
maciones. Compare los valores obtenidos con el valor calculado analfticamen-
te: 0.6366197.

SOLUCION

Con el programa del ejemplo 6.6 se obtienen los valores

e Zk Ik(O)
o | 1| 00
1 2 | 05
2 | 4 | 06035534
3 8 | 06284174
4 | 16 | 06345731

Nétese que Ik(o)converge al valor analitico al aumentar k; sin embargo, em-
plear ain mds subintervalos implica aumentar los errores de redondeo y un
considerable incremento en el nimero de cdlculos.

En cambio, si se aplica 1a ecuacién 6.22 con m = 1, se obtiene sucesivamente

1
I l(1)= 4(05)-0 = 0.6666667

4l -1

1

O 4 (0.60315534 ) =05 _ o caenrio
4l -1

1

O (0.62841714 ) - 06035534 _ o aonc,
4l -1

1

1o 4(0634ST31) - 06244 _ , rcors

4t 1

Obsérvese que con estos breves cdlculos se obtienen mejores aproximacio-
nes de la integral.
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Al aplicar la ecuacién 6.22 con m = 2y los valores de arriba

1@ _ 42(06380712) -~ 0.6666667
&=

2 = (.6361648
4° -1
2
12(2)= 4 (0.63670524) - 0.6380712 — 0.6366143
4 -1
2
Iéz)= 4 (0636623(2)) -1 0.63667054 = 0.636619

Al continuar conm = 3ym = 4 se obtienen la sexta y séptima columnas
de la tabla de resultados

10.6366197

@

El valor 1 , esel valor analftico de la integral.

El método de Romberg puede emplearse sucesivamente hasta que dos elementos
consecutivos de una fila I{™ , I+ coincidan hasta cierta cifra decimal; esto es,

| 1 - ™D | < EPS

Ademds, puede generarse otra columna y ver si

I (m+2)

m+2
|12 ™) < Eps

con lo que se evita la posibilidad de que dos elementos consecutivos de una fila
coincidan entre sf pero no con el valor de la integral que se estd aproximando.
Utilice estos criterios para resolver el ejemplo 6.8 con EPS = 1075,

SECCION 6.2 CUADRATURA DE GAUSS

Gauss investigé y encontré que es factible disminuir el error en la integracion
cambiando la localizacion de los puntos sobre la curva de integracién f(x). El in-
vestigador desarroll6 su propio método, conocido como Cuadratura de Gauss, el
cual se describe a continuacion.
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En la figura 6.7 se tiene la curva de la funcién f(r) que se desea integrar entre
los limites a y b. La parte (a) de la figura muestra como se integraria usando un
trapezoide: uniendo el punto A de coordenadas (g, f(a)) con el punto B (b, f(b))
mediante un segmento de recta p,(x). Esto forma un trapezoide de base h = (b-a),
cuya 4rea es

T=21@+r001.

y que podrfa escribirse como*

T = wy fla) + w, f(b), (6.23)
h
>
El 4rea del trapezoide calculada T, aproxima el 4rea bajo la curva f(x).
Por otro lado, en la aplicacién de la cuadratura de Gauss, en lugar de tomar los

dos puntos A y B en los extremos del intervalo, se escogen dos puntos interiores
Cy D (véase la parte b de la Fig. 6.7).

donde w; = wy =

fix)

a) Método trapezoidal b) Método de Gauss con dos puntos

Figura 6.7. Desarrollo del método de integracién de Gauss usando dos puntos
a partir del método trapezoidal.

*De hecho, cualquiera de las férmulas de integracién desarrolladas en las secciones anteriores puede
ponerse en la forma

b n
J 1) de= 3 wif(x)
=
donde, por ejemplo, la regla de Simpson aplicadz una vez tendrfa wy = w3 = hf3yw, = 4h/3 (véase
Ec. 6.4).
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j_
N
~—

—

oy
N

Figura 6.8. Deriv..cisn del método de integracién de Gauss.

Se traza una linea recta por estos dos puntos, se extiende hasta los extremos del
intervalo y se forma el trapezoide sombreado. Parte del trapezoide queda por encima
de la curva y parte por abajo. Si se escogen adecuadamente los puntos C y D, cabe
igualar las dos zonas de modo que el drea del trapezoide sea igual al 4rea bajo la
curva; el cdlculo del drea del trapezoide resultante da la integral exacta. El método
de Gauss consiste esencialmente en seleccionar los puntos C y D adecuados. La
técnica se deduce a continuacion.

Considérese primero, sin que esto implique perder generalidad, que se desea
integrar la funcién mostrada en la figura 6.8 entre los limites -1 y +1*. Los puntos
Cy D se escogen sobre 1a curva y se forma el trapezoide con vértices E, F, G, y H.

Sean las coordenadas del punto C (z4,F(z1)) y las del punto D (z5,F(2,)). Motivadc
por la férmula trapezoidal (Ec. 6.3), Gauss se propuso desarrollar una férmula del

tipo

A = w Fz1) + wp F(z) (6:24)
ya que esto simplificarfa relativamente el cdlculo del 4rea. El problema, planteado
de esta manera, consiste en encontrar los valores de z,, z,, w; ¥y w,. Entonces hay

cuatro pardmetros, por determinar y, por tanto, cuatro condiciones que se pueden
imponer. Estas se eligen de manera que el método dé resultados exactos cuando la

*Si ios lfmites son distintos, se hace un cambio de variable para pasarios a -1y +1.
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funcién por integrar sea alguna de las cuatro siguientes o combinaciones lineales
de ellas

Fz) =1
F@2) = 2
F@) = 2
F@) = 2

Los valores exactos de integrar estas cuatro funciones entre ~1 y +1 son

1
L=J 1dz=z|1 =1-(-1)=2
# -1

1

2 2 2
- S L N ' D
12‘f_1“iz‘2 |4 =2 2 =0
1 3 3 3
= P@=L ' =L _ (1)y_2
13‘f_lz =3 |5=3 3 3
1 4 4 4
= Ba=% | =L _ (1) _
14"f_1Zdz‘4 | =3 s -0

Suponiendo que una ecuacién de 1a forma 6.24 funciona exactamente, se tendrfa
el siguiente sistema de ecuaciones

I = wi(1) + wy(1) =2
L= Wizt + wz; =0
I; = wlz% + wzz% = 2/3
I = wlz? + wzzg =0

De la primera ecuacién se tiene que w; + wp = 2; nbtese también que si
Wy = wy
2] = -2y

se satisfacen la segunda y la cuarta ecuaciones. Entonces se elige
Wy = wy, =1

Zl = —22

y al sustituir en la tercera ecuacion se obtiene

2+ (1) =0
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0 bien

N

15

N
-
I

de donde
;= =% 713_— ==+ 0.57735...

y queda entonces

z; = — 0.57735...
z, = 0.57735...
con lo que se tiene la férmula
1
J F(2)dz = wiF(z) + mF(z)

(6.26)
= F(-0.57735..) + F(0.57735..)

que, salvo porque se tiene que calcular €l valor de la funcién en un valor irracional
de z, es tan simple como la regla trapezoidal; ademds, trabaja perfectamente para
funciones cibicas, mientras que la regla trapezoidal 1o hace sélo para lineas rectas.

En pé4ginas anteriores se comentd que para integrar en un intervalo distinto de
[-1, 1], se requiere un cambio de variable a fin de pasar del intervalo de integracién
general [a, b] a [-], 1] y asi aplicar la ecuacion 6.26; por ejemplo, si se desea obtener

fs e “dx

se puede cambiaraz = %x -1, demodoquesix = 0,z = ~-1ysix = 5,z =1

El resto de 1a integral se pone en términos de la nueva variable z y se encuentra
que

¢* = SR

dr = d(-;—(z+1)) =2dz

[STE¥Y

entonces la integral queda

5 o« _3 ¢l s5@v)n

f o € dx =7 S L € dz,

de modo que las condiciones de aplicacién del método de Gauss quedan satisfechas.
Al resolver se tiene

S

2l SN g s 3 [WiF (0ST735...) + wy F (057735 ..) ]

_ 3 [(1)eSCOSTBs+D 2

2

+(1)eSOTSID2) = 001752
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Esto es

J) € de = 091752

El valor exacto de esta integral ef 0.99326.
En general, si se desea calcular [ . f (x) dx aplicando la ecuacién 6.26, se cambia

el intervalo de integracién con la siguiente formula*

2x -(atb)
z = b-a 6.27)
yaquesix = az = - L;ysix = b,z =1

El integrando f(x) dx en términos de 1a nueva variable queda
a+b

b-a
f(x) =F(5=z+ =)
y
b—a a+b . _ ba
dx—d(2z+ > )—zdz
Por lo que la integral queda finalmente como
b ba (1 b-a a+b
faf(x)dx— 2 f—l F(22+ 2 )dZ
b-a b-a atb b—a a+b
=~ = [F( > (-0.57735) + 2 Y+ F( 2 (0.57735)+—-—2 )]
(6.28)

Una cuestién importante es que el método de Gauss puede extenderse a tres o
mds puntos; por ejemplo, si se escogen tres puntos no equidistantes en €l segmento
de la curva F(z) comprendida entre (-1 y 1, se podrfa pasar una pardbola por los
tres como en la regla de Simpson, excepto en que dichos puntos se escogerfan de
modo que minimicen o anulen el error. Similarmente es factible elegir cuatro puntos
y una curva ciibica, cinco puntos y una curva cudrtica, etc. En general, el algoritmo
tiene la forma

SLF(z)ydz=A =wiF(z1) +w,F (@) + wsF (23) + oo + W, F (2,)

(6.29)
donde se han calculado los valores de w; y z; por usar y la tabla 6.2 da valores hasta
para seis puntos.

*S6lo es aplicable cuando los lfmites de integracién a y b son finitos.
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Con dos puntos, el método de Gauss estd disefiado para obtener exactitud en
polinomios clbicos; con tres, se tendrd exactitud en polinomios de cuarto grado y

asf sucesivamente.

Los coeficientes y abscisas dadas en la tabla 6.2 sirven para integrar sobre todo
el intervalo de interés, o bien puede dividirse el intervalo en varios subintervalos
(como en los métodos compuestos de integracion) y aplicar el método de Gauss a

cada uno de el

los.

Nimero de-

caeﬁcientes Wi AbSCisas z;
puntos |

2 wi = wy - 1.0 | 2z =12 =05773502692
3 wy = 0.83388 ... 2y = 73 = 0.7745966692

wy = w3 = 055555 ... z; = 00
4 wi = wy = 03478548451 | —z; = 7, = 0.8611363116
Wy = wy = ;0;552145,‘1549 | 2 = 25 = 03399810436
5 wp = w5 = 02369268851 | —z1 = z5 = 0.9061798459
w2 = ;.,. = 0.478628670’5 25 = 4 = 0;5384693101

Wy ==056888 ‘ ’ z3 = 00
6 W= We = 01713244928 | -z = zg = 09324695142
wg ==w5== 03607615730 2z =25 = 0.6612093865

TABLA 6.2. Coeficientes y abscisas en ¢l método de la cuadratura de Gauss Legendre.

Ejemplo 6.9

Gauss.

SOLUCION

a) Con dos puntos
Cambio de lfmites de la integral con la ecuacién

2x —(a+b) - 2x - 0.7

Z =

)
Integre 1a funcién —- €
gr Vi

*2

b-a

Six = 08,z = -1;six = 15,z = 1

23

/2 en el intervalo (-0.8, 1.5) por cuadratura de
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Con el cambio de la funcién en términos de la nueva variable z queda

1= e‘x%dx

1 fls
iz 08

- (~08) 15 - (-08) ., 08+15
V2r f_11[1.5 2 e i e N Y

De la tabla 6.2 w; = wy, = 1.0; =2y = 2z, = 0.5773502692
Al evaluar la funcién del integrando en z;, z;

F (0.5773502692 ) = ¢ 123 (0371350262) + 018 _ (5080684
F (05773502692 ) = ¢ (23 C3773%02692) + 0T Rg - 09519115
Se aplica la ecuaci6n 6.29
I= 23%{ [ 1(0.5980684 ) + 1 (0.9519115 ) ] = 0.711105
b) Con tres puntos

De la tabla 6.2
w, = wy = 0.55555.., w, = 0.88888...
-z, = 23 = 0.7745966692, z, = 0.0

Al evaluar la funcidn del integrando en zj, z; y 23 y emplear la ecuacién
6.29 se tiene

2.3
L= 575 [055555... (0.4631... ) + 0.33888... (0.9405...)

+ 0.55555... ( 0.8639... ) | = 0.721825

Ejemplo 6.10

2
Halle f ™'sen x dx, por el método de la cuadratura de Gauss utilizando
tres puntos.

SOLUCION

Se cambian variable y limites de integracién con la expresién

= szf:b
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comoa = 0,b = 2, entonces

sedespejax:x = wz + xdedondedr = mdz
Se sustituye en la integral

i 1
J senxde= [ sen(m+m)ndz == f_ll sen (wz + m)dz

Con ¢l empleo de 1a ecuacién 6.29 conn = 3y los valores de 1a tabla 6.2 queda
A = x {0.55555...[sen(w(-0.7745966692) + x) |
+ 0.88888...[sen(%(0) + x)]
+ 0.55555...[sen(x(0.7745966692) + n)}}

Se deja al lector la comparacién de este resultado con la solucién analitica.

La expresion 6.29 puede ponerse en forma més general y adecuada para
programarla, asf

-a < (b-a)z;+b+a
S2re) @ = 254 2 owrF | )2 ] | ©30

i=]

la cual puede deducirse de los ejemplos resueltos (ver problema 6.21).

A continuaci6n se presenta un algoritmo para la cuadratura de Gauss-Legendre.

Para aproximar el 4rea bajo la curva de una funcién analitica f{x) en el
intervalo [a, b), proporcionar la funcién a integrar F(X) y los

DATOS: El nimero de puntos (2, 3, 4, 5, 6 6) por
utilizar: N, el limite inferior A y el limite superior B.
RESULTADOS: El 4rea aproximada AREA.
PASO 1. Hacer (NP(I),I=12,..,5) = (2,3,4,5,6)
PASO 2. Hacer (1AUX(]),I=1,2,., 6) = (1,2/4,6,9,12)
PASO 3. Hacer (Z(I),I=1,2,..,11) = (0.577350269,0.0,0.774596669,
0.339981044,0.861136312,0.0,0.538469310,
0.906179846,0.238619186,0.661209387,0.932469514)




PASO 4.

PASO 5.
PASO 6.

PASO 9.
PASO 10.
PASO 11.
PASO 12.

PASO 18.
PASO 19.
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Hacer (W(I),I=1,2,..,11) = (1.0,0.888888888,0.555555555,
0.652145155,0.347854845,0.568888888,0.478628671,
0.236926885,0.467913935,0.360761573,0.171324493)

HacerI = 1

Mientras I < 5, repetir los pasos 7y 8.

PASO 7. Si N=NP(]), ir al paso 10. De otro modo continuar.
PASO8 Hacerl =1+1

IMPRIMIR "N NO ES 2,34,5, o0 6" y TERMINAR.

Hacer S = 0

Hacer J = IAUX(I)

Mientras J < IAUX(I+1) - 1, repetir los pasos 13 a 17.
PASO 13. Hacer ZAUX = (ZJ)*(B-A)+ B+ A) N2
PASO 14. Hacer S = S + F (ZAUX) * W(J)

PASO 15. Hacer ZAUX = (-Z(J)* (B-A)+ B + A) 2
PASO 16. Hacer S = S + F(ZAUX) * W(J)

PASO 17. HacerJ =J + 1

Hacer AREA = (B-A)/2*S

IMPRIMIR AREA y TERMINAR.

Ejemplo 6.11

SOLUCION

Pra =252 3 wFl
i=1

Elabore un programa que integre funciones analiticas con la cuadratura de
Gauss-Legendre usando 2, 3, 4, 5 6 6 puntos, mismos que usted eligird. Pruebe
el programa con la funcion del ejemplo 6.8.

La expresién general de Gauss-Legendre para integrar es

(b-a)zy; + b + a
2

donde w;, z;, i = 1,2,..,n estdn dados en la tabla 6.2.

En el disco se encuentra el programa 6.3 solicitado.

SECCION 63 INTEGRALES MULTIPLES

Cualquiera de las técnicas de integracion estudiadas en este capftulo es modifi-
cable, de modo que se puede aplicar en la aproximacién de integrales dobles o
triples. A continuacién se ilustra el método de Simpson 1/3 en la solucién de inte-

grales dobles

a) S o"

fQysazaxdy y b [ [ &V ad
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Para la integral del inciso (a), se divide el intervalo [ab] = [03] enn = 6
subintervalos iguales, con lo que la amplitud de cada subintervalo es igual a
3-0

3 0.5

hy

y se aplica la regla de Simpson compuesta a la integral interna, manteniendo cons-
tante la variable y (nétese que se estd integrando en el eje x).

4

T e3 h]
fo J, yseaxdedy = [ 5 [ysen0 +4y (sen 0.5 + sen 1.5 + sen 2.5 )+

2y (senl +sen2)+ysen3}dy
J
= [, 1.9907ydy

Ahora se integra en el eje y. El intervalo [c, d] = [0/x] se divide en m = 8
subintervalos, por ejemplo, y queda

x -0 b5

h="%"=%

y
h
19907 f ydy =~ 1.9907—3—2[0+4(%+—3§1+%"+%“) +
7 4n | 6n 8
g +rg+tz)+t3gl
~ 9.82373

entonces se tiene

ST J) ysenxdedy =~ 982373

Obsérvese que se ha efectuado una integracién repetida; esto es, se ha integrado
siguiendo el proceso

f: f:ysenxdxdy f: (f:ysenxdx ) dy

En la primera integracién y se mantuvo constante. Es importante recordar que
la integracion iterada puede llevarse a cabo con respecto a y primero y después
respecto a x, pero intercambiando los Ifmites de integracién. Esto se indica

f03 f:ysenxdydx,

y el resultado es el mismo (véase problema 6.30).
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Para la integral (), el intervalo [a,b] = [0,4] se divide en n = 4 subintervalos,
de donde

§ It ey = ff% (Y +4 (€ +e¥V) +2627 + Y ) dy

cuya integracion por Simpson 1/3 conm = 6 en el eje y da

3-1 1
h="% =3

[0y e acay = 3 ——3(13 [e'+4(e P+ +eP)+ 2P+ + ')+

1

1 0.5+1 0.5+473 0.5+2 0.5+83
— + 4 + + +
3 3 ( 3 ) [e ( ¢ € € )

2(eo.s+5f3 + e0.5+7/3) + e0.5+3] +

% 3(13) {e1.5+1 + 4(e1.5+4/3 + 52 4 RS ) +
2(e1.5+5f:3 + e1.5+7B) + e1.5+3] +
_:1; (_:1;_ [e1+1 + 4(el+4/3+ RN el+8/3) +

2(e1+5f3 + el+7f3) + el+3]> +

31;_ (lggﬁ) [ez“ + 4(ez+4/3 + 22 4 ez+8/3) +

2(B 4 2Py 4 2P ]>
= 935.53 (El resultado analftico es 930.853 )

En general, l1a integracién de una funcién f(xy) sobre una regién R del plano
x —ydadaasl: { (xy):a =x < b,c <y s d} por el método de Simpson 1/3 es

Iy sy = 1 [ 25y ] dy
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n2

~ [ ( 3 [F(x0.y) +4 E f(xiy) + 2 2 f(xiy)

A12 AI-—2

+f(x5y)]) &
donde h; = b_;g. Desarrollando se tiene
d b hy .4 4hy B 4
SO T, fy)y axdy = 5 [0 f(xo.y) & + 5 21 I, fona
pim2
2}11 n2 d h] d
MR RN IC BT Al R NEICROL 2

Ai=2

d-c

¢ integrando nuevamente por Simpson 1/3 con A =

Oy dedy =

h, h ml 2
5 2 [ £y + 4 gl f(x0,y) +2 22 f(x0.%) + [ (%0:3m)]
Aj;=2 IG=2
4hy h, ™! &
s 2y [f(x‘,y0)+42 f(x,,y})+22 Fy) + Fiaym)]
Ai=2 A,_2 AJ-Z
2, hy 2 !
+—3_— —3— 22 [ f(xi’y0)+4 21 f(xi’yj) *+2 §2 f(x‘,yj) * f(x"y'n)]
A2 Aj=2 A j=2
hl h2 m-2
3 3 [ +42 fGwy) + 23 fCny) + 0]
A,-z A1°2

h
= {5 [FC0y0) + FGodm) + F(50030) + S (xaodm) +
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m-1 m-2
4 3 (S + @) ) + 23 (f@oy) + f@y) )
Aj= Aj=2

n1 m-1 m-2
t4 3 (fEyo) + 4 3 fEy) + 2 3 SEy) + [ Gw) )
A‘_;=2 ]A-j=2 Z;=2
n2 m-1 m-2
+2 2 (f(xi9y0)+ 4 E] f(xi’yj)+ 2 22 f(xi’.Yj) +f(xivym))]
i= i=

i=2
Ai=2 Aj=2 Aj=2 (6.31)

Igualmente puede emplearse la cuadratura de Gauss para integrales dobles o
triples. Asi, en el caso general

S I p(xyyax ay

primero se cambian los intervalos dex yy a [ — 1,1} con las férmulas

t=2x—ga+b2 u_&-—gc+d!

b-a y d-c

y asimismo se cambian dx, dy y f(xy) a términos de las nuevas variables ¢ y u. Para
esto, se despeja x

x=(b—2a)t+§~b;a) de donde dx=£——)-b;a dt

y después y
y=1i1§°—2+L“;d2 de donde dy_—-ﬂ—;ﬂdu

Se sustituye

S257 ooy anay=2LER o1 g1 1 Coa)y @RI DT

(6.32)

a la cual cabe aplicar la férmula 6.30. Para ilustrar esto, a continuacién se resuelve
la integral

I fy e axdy

empleando dos puntos.
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Primero se sustituye € integra respecto a ¢

3 4 4-0)(3-1 1 1
fl fo er+y dxdy =~ ( )4( ) f_] f_l e(2:+2)+(u+2) dt du

2(-0.57735)+4+u 2(0.57735)+4+u

1
=2 [, [e + e ] du
Ahora se integra respecto a u

3 4
f fo er+y dy a)’ ~ 2 [82'84530_0'57735 + ezs4530+0_57735

5.15470-0.57735

+ e + e5.15470+0.57735] = 892335

Para mayor sencillez y facilidad de programacion, es conveniente emplear la
férmula

d ¢b b-a) (d—) <« w bta d +d
[ ey ady=CAUED S 5 p (B4 228 E2 4,

(6.33)

donde n y m son los nimeros de puntos por usar en los ejes x y y, respectivamente.
Su aplicacién a la integral del inciso (a) empleando tres puntos en ambos ejes
conduce a

M w

3
f13 J‘: eV & dy = (4‘0) (3-1) 2

7 wiw; F(26+2u;+2)

1

i

donde wy, wy ,ywayt; = Uy = 25,tp = Uy = Z3¥i3 = u3 = z3estdn dados en
la tabla 6.2.
Al sustituir valores se tiene

[ S eV an dy ~ 93439

La solucién analitica de esta integral es 930.85
Hasta ahora solo se han visto integraciones dobles sobre regiones R rectangula-
res. No obstante, también pueden resolverse integrales del tipo

LI £ (ny) dx dy
o del tipo
25 1y dy de

cuyas regiones R; y R, quedan dadas como se muestra en la figura 6.9 a y b.
A continuacion se resuelve por el método de Simpson 1/3 la integral

SPIE (Pray dyax

que representa el drea sombreada de la figura 6.10.
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El intervalo {g, b] = [0, 2] se divide en, por ejemplo, dos subintervalos y queda

hy = (2-0)2 = 1; el tamaifio de paso en el eje y varfa con x de acuerdo con la
expresion

d(x) -c(x

hy(x) = S

donde m es el nimero de subintervalos en que se divide el eje y.

a(d) b(d) i

d(b)

Figura 6.9. Regiones no rectangulares de integracién.

24)

y=

Figura 6.10. Regi6n de integracién delimitada por una recta y una pardbola.
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Si se hace m = 2, se tiene

S5 rayyayax = J; ( 2()[x A+ 4 (X + 4@ Hhy (X)) )+x +4(2r)])

~ fozhz( ) [62 + 20¢% + 8 + 16k, (x) ] dv

_}_(hz()

= ] [6(0)° + 20(0) + 8(0) + 165,(0))]

dh, (0+1
 #a(04)

hy(2)
3

[6 (1) +20 (1)* + 8 (1) + 164, (1) ]

+

[6(2)° +20(2)* +8(2) +16h,(2)])
ya que

2¢0)-0° 2(1) - 1?
h2(0)=4—2L—=0, hy(1) = 5 =05,y

2
2
[y 15 (3 +ay)dyax = 933

Si se divide el intervalo [a, b] en cuatro subintervalos y se mantiene m = 2. Se
tiene #; = (2 -0)/4 = 0.5. Entonces, la integracién queda como sigue

05 (4, 05)
(=

I 02 fxi” (< +4y)dydx = = [6(0.5)%+20(0.5)°+8(0.5) + 16/1,(0.5)]

z( L1601 +20(1)2 +8 (1) +16y(1) ]

L 4 (15)
——-—————[6(15) +20(15) +8(15)+16h2(15)])

ya que hy(0)=0,hy(2)=0,a(05) = —1931—— = 0375,y

_ 2
hy(1)=05,h,(15) =2 1'52 L3 _ 0375

Al sustituir valores se obtiene
SP ISR+ 4y) dy ar = 10583

El valor analitico es 10.666.
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Para aproximar [ : f :S) f(x,y)dydx, proporcionar las funciones
C(X), D(X) y F(X, Y) y los

DATOS: El nimero N de subintervalos a usar en el eje x,
el nimero M de subintervalos por emplear en el
eje y, el limite inferior Ay el limite superior B.
RESULTADOS: El 4rea aproximada AREA.

PASO 1. Hacer H1 = (B - A)/N
PASO 2. Hacer S=(F(A,C(A)) + F(AD(A)) * (D(A) - CA)M
+ (F(B,C(B)) + F(BD(B))) * (D(B) - C(B))/M
PASO 3. HacerS1 = ;82 = 0; Y1 = C(A); Y2 = C(B)
PASO 4. HacerJ =1
PASO 5. Mientras J < M - 1, repetir los pasos 6 a 9.
PASO 6. Hacer H2A = (D(A) - C(A))/M;
Y1 = Y1 + H2A;
S1 = S1 + H2A*F(A Y1),
H2B = (D(B)-C(B))/M;
Y2 = Y2 + H2B; S1 = S1 + H2B*F(B,Y2)
PASO 7. SIJ = M - 1,ir al paso 9. De otro
modo continuar.
PASO 8. Hacer Y1 = Y1 + H2A;
S2 = 82 + H2A*F(AY1);
Y2 = Y2 + H2B; S2 = S2 + H2B*F(B,Y2)
PASO 9. HacerJ =J + 2
PASO 10. HacerS3 = ;86 = ;87 = 0, X = A
PASO 11. HacerI = 1
PASO 12. Mientras I < N - 1, repetir los pasos 13 a 16.
PASO 13. Hacer X = X + Hl; H2 = (D(X) - C(X))/M;
S3 = 83 + H2*F(X,C(X));
S6 = S6 + H2*F(X,D(X))
PASO 14. SI1 = N-1, ir al paso 16. De otro modo continuar.
PASO 15. Hacer X = X + HI; H2 = (D(X)-C(X))/M;
S$7 = 87 + 2*(F(X,C(X)) + F(X,D(X)))
PASO 16. Hacerl =1 + 2
PASO 17. HacerS4 = 0;S5 = 0;88 = 0,89 = 0; X = A - HI1
PASO 18. Hacerl = 1
PASO 19. Mientras I < N - 1, repetir los pasos 20 a 31.
PASO 20. Hacer X = X + 2*HI;
Y1l = C(X); Y2 = C(X+H1)
HA = (D(X)-C(X))M;
HB = (D(X+H1)-C(X+H1))/M
PASO 21. HacerJ =1
PASO 22. Mientras J < M - 1, repetir los pasos 23 a 30.
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PASO 23. Hacer Y1 = Y1 + HA;
S4 = S4 + HA*F(X,Y1)
PASO 24. SIT = N-1, ir al paso 26. De otro
modo continuar.
PASO 25. Hacer Y2 = Y2+HB;
S8 = S8 + HB*F(X+H1,Y2)
PASO 26. SIJ = M-1, ir al paso 30. De otro
modo continuar.
PASO 27. Hacer Y1 = Y1 + HA;
S5 = S5 + HA*F(X,Y1)
PASO 28. SII = N-1, ir al paso 30. De otro
modo continuar.
PASO 29. Hacer Y2 = Y2+HB;
S9=S9+ HA *F(X+H1,Y2)
PASO 30. HacerJ = J + 2
PASO 31. HacerI =1 + 2
PASO 32. Hacer AREA=H1/9 * (S + 4*S1 + S3 + S6 + S9) +
2*(S82 + S7) + 16 * S4 + 8*(S5 + S8))
PASO 33. IMPRIMIR AREA y TERMINAR.

SECCION 6.4 DIFERENCIACION NUMERICA

En la introduccion del capitulo 5 se comenté que cuando se va a practicar una
operacion en una funcién tabulada, el camino es aproximar la tabla por alguna
funcidn y efectuar la operacién en la funcién aproximante. Asf se procedié en la
integracion numérica y asf se procederd en la diferenciacién numérica; esto es, se
aproximard la funcién tabulada f(x) y se diferenciard la aproximacion p,(x).

Si la aproximacion es polinomial y con el criterio de ajuste exacto*, la diferen-
ciacion numérica consiste simplemente en diferenciar la f6rmula del polinomio in-
terpolante que se utilizé. Sea en general

f© = p,) + R,()

y la aproximacién de la primera derivada queda entonces

dﬂxb ~ dpn(x)

dr dx
o en general
d"f(x) _ 4"P,(x) (6.36)
" T &”

*Si la aproximacién es por mfnimos cuadrados, la diferenciacién numérica consistird en diferenciar el
polinomio que mejor ajuste la informacién tabulada.
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Al diferenciar la férmula fundamental de Newion dada arriba se tiene

d"f(x) _ 4" (x) | d"R,(x)

= 6.37
dx” de” " (6:37)
"Rn . n an x
donde ——— [(,,X) es el error que se comete al aproximar af [(f) por i) (n )

Si las abcisas dadas xg, x3, ..., X, estdn espaciadas regularmente por intervalos de
longitud h, entonces p,(x) puede escribirse en términos de diferencias finitas. Al
sustituir fTxg], fTxe, X1] etcétera en la ecuacién 5.29 en términos de diferencias finitas
(véase Ec. 5.35), se obtiene

A2
pa(x) = flxal + (x-m) 2L 4 oy ooy SlL
+ (X=X (X=X ) e (X = X y) ,{,[Z(:a]
y se tendrg
fPf] A*f gl
ar) _ @ _drl 4[em) 7] a[ew e 5]
&~ dx  dx dx dx
A" f[xo]
. d [ xg) @) oo (X =2, ) — 2 | (6.38)
dx
Se desarrollan algunos de los primeros términos y se tiene
d dp,(x) _Af[x N*f
U - B0 20 enen S
3
+ (3% =2 (xg+ X, +2,)x + (XgX; + XXy + X, 55) ] %‘ﬂ (6.39)

Seleccibnese ahora un valor particular para n; por ejemplo, témese n = 1, es
decir que se aproxime la funcién tabulada f(x) por una linea recta. Entonces

P (x) = Py (x) =f[xo] + (x-%p) Af[ <13
y la primera derivada de f(x) queda aproximada por
df(x) ~dp1(x) Af[ X] f(x1) - f(x)

dx i dx -f[xo’ll— X, - %,
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df(x)zf(xl)“f(xo)

= p (6.40)

y, como es de esperarse

Prx)  Epx)
ot T

0

y asf cualquier otra derivada superior de f(x) quedard aproximada por cero.
Geométricamente esto equivale a tomar como primera derivada la pendiente de
la recta que une los dos puntos de la curva f(x) de abscisas xg y x; (v€ase Fig. 6.11).
La primera derivada de f(x) en todo el intervalo [xy, x;] queda aproximada por
el valor constante (f(x;) — f(xo))/h, €l cual es muy diferente del valor verdadero
df(x)/dx en general.
Siahoran = 2;es decir, aproximando la funcién tabulada f(x) por un polinomio
de segundo grado, se tiene

A2
Pa(x) = pp(x)=f[x]+ (x-xp) Af};xo} +(xx) (x-x;) g![i;()]

y la primera derivada de f(x) queda aproximada por

2
df(x) _ dpr(x) _ Af[x] Aflx]
&~ & T h T (ERn) e
A
) _P@=t ) pix)
(r—x)) =
o Jx)
1) p
= 22

df(x)
tana. = —dx“L _

tom—— X

)

Figura 6.11. Aproximaci6n lineal de la primera derivada.
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Se desarrollan las diferencias hacia adelante y se tiene

X — Xy — 2,—4x+2x,+2h 22X,
Ix) [3—""—2,,?—2-"—]f<x0)+ [——"——;#-Jﬂxw (—;—"zﬁ)f(xz)

(6.41)

.La segunda derivada puede calcularse derivando una vez m4s con respecto a x,
O sea

d¥e) _ 4P _ Al
h2

dx2 dxz = zf[xo s Xq ’XZ]

2f(x

Hf (%) = 25 (1) + -3 (x) 6.42)
]

De igual modo se obtiene las distintas derivadas para n > 2.

. . d”
Como se dijo al inicio de esta seccion, el error cometido al aproximar 'Zi x)

d’] -
—p—:ix(,f—) esta dado por —-—d—x(——)- donde a su vez R, (x) estd dado por la

ecuacién 5.41

por

R,(x) = (.'Ijo (x-x;) ) fx,xg,%,...,x,]

n
que quedaria mds compacta si se denota por y(x) a 'Ho( x-x;), es decir
=

R,(@) = y@) fix, xp Xy, o X,] (6.43)

En este punto es importante recordar que hay una estrecha relacién entre las
diferencias divididas y las derivadas. En general, esta relacion estd dada asf

| = 4T

f1xo>xy5 005, T dc”

con § ¢ (minx, maxx;)0 < i < n

esto es, £ es un valor de x desconocido, del cual s6lo se sabe que estd entre los
valores menor y mayor de los argumentos. Se sustituye en la ecuacién 6.43

d"tf (& (x))
(n+1)!de"™ 1’

R, (x)=v(x)

con & (x) e (minx, x, maxx, x;) O<isn
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donde se ha escrito §; como una funcién de x, ya que su valor depende del argu-
mento x donde se desee evaluar la derivada.
Su primera derivada es

) (d"“f(gl(x)))
(n+1) 1" .\ "YE(x)  dy(x)

dR,(x)
a - Y dx (n+1)tart? dx
(6.44)
Puede encontrarse que*
( "I (& (1)) J
(rr) &™) _ (5 () (6.45)
dx (n+2) 1 dd**?

con &;(x), &x(x) €(min x, x;, max x, x;) 0 < i <n, donde &, es una funcién de x distinta
de 51.
Por esto, 1a ecuacion 6.44 puede reescribirse como

dR, (x) A" (5 () ETG(R) ap(x)  (646)

dx v () (n+2) 1@ T (arl)laetl

con &;(x), £>(x) e(min x, x;, max x, x;) 0<i<n.

En particular, para x = x; [cuando x es una de las abscisas de la tabla de f(x)]
¢l error de truncamiento dado por la ecuacién 6.46 se simplifica, ya que ¢ (xi) =
(x; — x0) (x; — x1) ... (& — X)) ... (x; - x,) = 0. Entonces

dR,(x) _d"f(E (%)) dy(x)
& T T (n+l) @t & |x,-

dn+1 . n
B (n]:—(f; '(Z;)n‘z.l jgo (5 =x) & (x) e (minx, maxx;) O<isn

j=i (6.47)

En los ejercicios (al final de este capftulo) s¢ demuestra que

dy (x "
_lgx_l Ix,- jgo (% - %)
Ji

*Pizer, M.S. Numerical Computing and Mathematical Analysis. S.R.A. (1975), 315-317.
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Por ejemplo, la ecuacién 6.41 puede escribirse en términos del error como sigue

2%, — Xo—X, —2h 2, ~ 45y + 2x; + 2h
ff—;xf—)|x0=[ L )f(xo)+( L )f(xl)

M — X —
* [—ﬂ—zfz"—ﬂ]f(xm (o~ x0) (g - o) LG

arnzx) 2d
dfd(xx) lxo = -2;— [3f(xp) +4f(x)-f(x2)] + % j;iﬁx_’;l IE (6.48)

con ¢ ¢ ( minx;, maxyx; ), i=0, 1,2

y en la misma forma
2
U@ | oL el LR 6o

con § ¢ ( min x;, maxyx; ), i=0, 1,2

y
df;xX)lxz 2,, [f(x)-4f(» )+3f(xz)]+— —LL;llg (6.50)

con § ¢ (minx;, maxy; ), i=0,1,2

Obsérvese que el término del error para la derivada en x; es la mitad del término
del error para la derivada en xy y x,. Esto es asf porque en la primera derivada se
utilizan valores de la funcién a ambos lados de x;.

En la diferenciacion numérica, el error de truncamlento puede ser my grande.
Si por ejemplo f ("*P(x )/ (n+2)1yf @Y (x)/(n+1)! son de la misma
magnitud, lo cual es comiin, el primer término de la ecuaci6n 6.46 tiene aproxima-
damente la misma magnitud que el error de interpolacién*; entonces puede decirse
que el error de la aproximacion de la derivada es, generalmente, mayor que el error
de interpolacién en

A" (E (1) dp(x)
(n+1)tax™tl dx

que es el segundo término de la ecuacién 6.46. Ademds, cuando x = x;, la ecuacién
6.47 muestra que el error en la derivada en x; tiene 1a misma forma que el error de
interpolacién (ver nota al pie de esta pdgina), salvo que los polinomios factores son
distintos.

Se ha discutido solamente el error de la aproximacion de la primera derivada;
pero todo 1o visto también es aplicable a derivadas de mayor orden.

(=+1)

»
Recuérdese que el error de interpolacién es II (x Xi) B!

desconocido.

donde & depende de x de un modo
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Ejemplo 6.12
La ecuacién de Van der Walls para un gmol de CO, es

(P+fz)(v—b)=
donde

a 3.6 x 10 atm cm®/ gmol2
b = 42.8 cm’ / gmol
R = 82.1 atm cm’ / ( gmol K)

n

Si T = 350 K, se obtiene la siguiente tabla de valores

Calcule 9P/v cuandov = 2300 cm® y compérelo con el valor de la derivada
analitica.

SOLUCION
Al usar la ecuacién 6.41 con los puntos (0), (1) y (2) se obtiene

gp  2v-vy—v,-2h 2vp—4v +2v + 24 2v-vy -V
v 20 21 21?

P,; con h =200

_ 2(2300) - 2000 - 2200 - 2200) ; 4,
2 (200)*

4 22000) - 4(2300) + 2(2200) + 2200) , 5y

2 (200)°
2(2300) - 2000 — 2200
+ 11.565 = - 0.00506
2 (200)°
La derivada analftica es
9P _ -RT , 2a _ -821(350) , 2(36x10°) _
= — = — 0.00504
av =~ (vb)? T VT (a00428? T T 2300° 8

Noétese que la aproximacién es muy buena (error relativo = -0.24%) a
pesar de haber aplicado un polinomio de segundo grado para aproximar la
ecuacién de Van der Waals que, como se sabe, es un polinomio de tercer
grado en v.
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Ejemplo 6.13
Obtenga la primera derivada del polinomio general de Lagrange (ecuacio-

nes 5.22 y 5.23).

SOLUCION
" n X - X;
De la ecuacién p, (x) = > f(x) [ —=2
=0 ;:(t) X; — xj

Se deriva con respecto a x

Se hace

_ n T
Iny =In [] ——‘— => 1 —1—
j=0 X - ] i=Q X - x]
]#l ]#l

ya que ¢l logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de

los factores.
Ambos miembros se derivan con respecto a x

d _1l & L 4 X - ¢ 1
E(lny)—; E—Z dx(m x.—x-) _Z X - X
i=0 L =0 J
J*1 J*1
se despeja dy/dx
n
_ 1
&= 2 i
=i
se sustituye y en el lado derecho
o_ % s &
dx q X - X; 120 x-x
J#i

2

~r.
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y finalmente

dp, (x) : n x-x 3 1
dx = Zo f(xi) H xj j;

j=0 %~ =0 X X
j=i J=t

Obsérvese que esta ecuacién no sirve para evaluar la derivada en una de
las abscisas de la tabla, ya que significaria dividir entre cero en la sumatoria
dentro del paréntisis. Sin embargo, manipulado algebraicamente, el lado de-
recho puede escribirse en la forma

L ACORN N P AC Y S e
& i=0 ii (5 - %) k=0 j=0 / (6.51)
j=0 k=i jrk,i
j=i

La cual ya no tiene la limitante mencionada.

Ejemplo 6.14

En una reaccién quimica A + B _k_. Productos, la concentracién del
reactante 4 es una funcién de la presién P y la temperatura T. La siguiente
tabla presenta la concentracién de A en gmol/l como funcién de estas dos
variables

Calcule la variacion de la concentracién de 4 con la temperaturaa P = 8
Kg/cm2 y T = 300 K, usando un polinomio de segundo grado.

SOLUCION

d

Ca
Lo que se busca es en sf 3T IT=300,P=8 que se puede evaluar con

la ecuacién 6.51. Al desarrollarla paran = 2 se tiene
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dp,(x) (2 -x)f(xg) | (xg0)f () | (gl ()
de () (g %) (x1 %) (o) (%)

donde f(x) representa a C5 y x a T; de tal modo que sustituyendo los tres
puntos enmarcados de la tabla queda

dpy (%) _ aCa _ (2(300)-300-325)(0.62) , (2(300)-273-325)(0.51)
dx 9T e300 (273-300)(273-325) (300-273)(300-325)

P=38 , (2(300)-273-300)(048) _ o0 gmol
(325-273)(325-300) U0 TIK

Ejemplo 6.15

Obtenga la primera y segunda derivadas evaluadas en x = 1 para la si-
guiente funcién tabulada

x| a4t 0 | 2 | s
f(x)y | mn | 3 | 23 143
SOLUCION

Al construir la tabla de diferencias divididas se tiene

.Diferencias divididas
Puntos | x | f(x) Primeras |  Segundas

0 1 1

-8
1 0 3 6

10
2 2 23 - 6
3 5 143 | 6

Obsérvese que un polinomio de segundo grado puede representar exacta-
mente la funcién (ya que la segunda diferencia dividida es constante).
El polinomio de Newton de segundo grado en diferencias divididas es

pax) = fIg] + & = x)ffrg, X1] + (@ — x0)&x - x;)ffxg, Xy, X5
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que al derivarse da

d
PZdiX) = flxg,xy ] + (2 -x5-%;) f%g021 %]

y al derivarlo nuevamente se obtiene

dzpz(x)
—Z = 2f[xg,%;,%,]

con la sustitucién de valores finalmente resulta

dp,(1)

a7, (1)
& YT T

= 8+(2(1)-(-1)-0)(6) = 10 12

Para obtener una aproximacion a la primera derivada de una
funcién tabular f(x) en un punto x, proporcionar los

DATOS: El grado N del polinomio de Lagrange por usar,
las (N+1) parejas de valores (X(I), FX(I), I=0,
1,2, .., N) y el punto XD en que se desea la
evaluacion.

RESULTADOS:  Aproximacion a la primera derivada en XD:DP.
PASO 1. Hacer DP = 0
PASO 2. Hacerl = 0
PASO 3. Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 21.
PASO 4. HacerP = 1
PASO 5. HacerJ = 0
PASO 6. Mientras J < N, repetir los pasos 7 a 8.
PASO 7. SIT< >]
Hacer P = P * (X(I) - X(J))
PASO 8 Hacer] =J + 1
PASO 9. Hacer S = 0
PASO 10. Hacer K = 0
PASO 11. Mientras K < N, repetir los pasos 12 a 19.
PASO 12. SI1 < > K, realizar los pasos 13 a 18.
PASO 13. Hacer P1 = 1
PASO 14. HacerJ = 0
PASO 15. Mientras J < N, repetir los
pasos 16 a 17.
PASO 16. SIJ <> 1yJ <> K
Hacer P1 = P1 *
(XD - X(3))
PASO 17. Hacer] =J + 1
PASO 18. Hacer S = S + P1
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PASO 19. HacerK = K + 1
PASO 20. Hacer DP = DP + FX()/P * S
PASO 21. Hacerl =1 + 1
PASO 22. IMPRIMIR DP y TERMINAR.

Ejercicios

6.1 La siguiente tabla representa el gasto instantdneo de petréleo crudo en un
oleoducto (en miles de libras por hora). El flujo se mide a intervalos de 12

minutos.

Hora. -

6112 624 636 6:48
Gasto | 6. ‘ 59

00 | 712 | 724
60 | 59 | 59 | 62 1 6. ?

Hora | 736 | 748
Gasto | 69 71

¢Cudl es la cantidad de petréleo bombeado en 2 horas y 12 minutos?
Calcule el gasto promedio en ese periodo.
SOLUCION

El petr6leo bombeado se calcula multiplicando el gasto por el tiempo; pero como
el gasto es variable, se aplica la integral siguiente

22
w={ o C dt b de petréleo

Integral que se puede aproximar por la regla del trapezoide (véase la Ec. 6.8).

n-1
I=g— (f(xo)+2 '-gl f(x,‘)+f(xn) )

en donde 22

f (x;) = gastos en Ib/hr a cada intervalo.

Al sustituir valores queda

14

0.2
> [6:2+2(6.0+5.94+5.9+6.2+6.4+6.5+6.8+6.9+7.1+7.3) + 6.9]

14.31

I
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Este valor se multiplica por 1000, ya que la tabla muestra los valores del gasto
en miles de libras por hora.
El gasto promedio se calcula directamente

_ W _ 14310

6.2 En el interior de un cilindro de aluminio se tiene una resistencia eléctrica que
genera una temperatura T; = 1200 °F. En la superficie exterior del cilindro
circula un fluido que mantiene su temperatura a T, = 300 °F. Calcule la
cantidad de calor transferido al fluido por unidad de tiempo.

Datos adicionales
R; = 2 pulg, R, = 12 pulg
L = 12 pulg.

La conductividad térmica del aluminio varfa con la temperatura segin la tabla

SOLUCION

Se asume un régimen permanente y se modela el proceso con la ecuacion de

Fourier
—
300°F
Jluido

L 1200°F

e <

Sfluido
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donde
q = calor transferido al fluido en BTU/hr.
k = conductividad térmica del aluminio en _‘PTT‘U‘—
hr pie” (*Fpie )
A = drea de transferencia de calor en pie
T = temperatura en °F.
r = distancia radial a partir del centro del cilindro en pie.

Al separar variables, integrar y aplicar lfmites, la ecuacién de Fourier queda
Ry dr 1 T
“ - _= dT
le A q le k
Al sustituir el drea de transmision de calor A en funcién de la distancia radial
r: A = 2wL e integrar analiticamente el lado izquierdo se tiene
1 R, 1 T
=)=-= k dT
2L B(R)="7 I
Sin embargo, hay que integrar numéricamente el lado derecho, ya que k = f(T)
estd dada en forma discreta (tabulada). Asf que, despejando g, se tiene

T,
lede
q=- )
1 R,
2zL M (R

y al integrar con la regla trapezoidal el numerador y sustituir valores se obtiene

_ - 124950
T L (2,
2 x (12/12) 2
6.3 Evalie el coeficiente de fugacidad ¢ del butano a 40 atm y 200 °C con la

cuadratura de Gauss-Legendre con dos puntos. El coeficiente de fugacidad
estd dado por la ecuacion :

= 438163.7 BTU/hr.

ln¢=fopz;1dP

y la relacion de la presion con el factor de compresibilidad z se determind experi-
mentalmente y se da en la tabla

LPumos 1 2 3 4 | s
P(atm)| 5 8 15 19 | 25
z | 0937 | 0887 | 0832 | 0800 | 0781

sl g
| 30 | 35 | 4
0.754 ro.m 0.697

lim z-1

Se sabe también que P=0 P
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SOLUCION
La expresion de Gauss-Legendre para dos puntos queda*

X (ba)+b+a x,(ba)+b+a

S @ S g ()t ()]

donde w; = w, = 1;x; = 0.5773502692; x, = - 0.5773502692
Con el célculo de los argumentos de la funcién f se tiene

x(ba)+b+a  (0.5773502692 (40-0) + 40 + 0

X(ba)+b+a 05773502692 (40-0) + 40 + 0
5 = 5 = 8453

El cdlculo del factor de compresibilidad 2z a los valores de P = 31.547 y P =
8.453 se realiza por interpolacién.

Con los puntos (6), (7) y (8) de la tabla y alguno de los métodos del capitulo 5
se obtiene 2(31.547) = 0.746, y con los puntos (1), (2) y (3) se obtiene 2(8.453) =
0.881.

Con los valores de z y P en los dos puntos, se calcula el valor de la funcién por
integrar

z-1 0.746-1
P 31457

= — (.00805

z-1 0.881-1
P 8.453

= — 0.01408

Se sustituyen valores en la ecuacion de Gauss-Legendre y se tiene:

me = [ Elar = -0 [1(-000805) + 1(-0.01408)] = -04426

de donde ¢ = (.6424
Obsérvese que basta tener el valor experimental de z a las presiones de 8.453 y
31.547, que en este ejemplo se determinaron por interpolacién. Es importante se-
fialar que procediendo a la inversa; es decir, calculando los valores de las presiones
a las que se requiere el valor de z y después determinando experimentalmente dichos
valores, se ahorra un considerable nimero de experimentos (2 contra 8 en este
caso). Esto constituye una de las ventajas mds importantes del método de Ia cua-
dratura de Gauss-Legendre.
6.4 Encuentre ¢l centro de masa de una ldmina rectangular de 2z X &, supo-

niendo que la densidad en un punto P(x, y) de la 14mina estd dado por p(xy)
2 2
= e-—(x +y ) 2.

*Véase el problema 6.21 al final de este capftulo.
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SOLUCION

Por definicion, los momentos de inercia con respecto al €je x yy, respectivamente,
estdn dados por :

Mx=ff xp(x,y)dxdy, My'—'ff yp (x,y)drdy
R R

y el centro de masa de la 14mina es el punto (x, y) tal que

— Mx __%
FEM Y T

donde M = [ [ p(xy) dx dy
R

M=[[] p(x,y)drdy
R
Para facilitar las integraciones, la 14dmina se pone como se muestra en la figura
6.12, con lo que

R= {{(x,):0<=x=<2r,0=<sy=<u}

Primero se obtiene M con el método de cuadratura de Gauss empleando tres
puntos

2 2
M= [ 77 e g gy = 156814

0 2r x
Figura 6.12

Después se calculan M, y M,, donde

2 2
M, = 7 [2%x e )2 g dy ~ 12556

2 2. 2
My = [ [Ty e 42 ax gy = 124449
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Finalmente
_ 1.24449
Y = 156814 = 07936
- 1.2556
1.56814 ~ 0.8007 ,

el centro de masa es el punto del pnmer cuadrante (0.8007, 0.7936).
6.5 Las integrales del tipo f €™ f(x) dx se conocen como integrales impropias
y se pueden aproximar, s1 su limite existe, por Ia cuadratura de Gauss-Laguerre

o€ f(x) dx = 2 H, f(x;) 0

i=1

donde x; es la i-ésima rafz del polinomio de Laguerre L, (x) y

I (G 511
TS S

Se dan a continuacion los primeros polinomios de Laguerre

L) = 1;Ly(x) = 1x5L, () = 24 + &
Lyix) = 618 + 90’ ; Lyr) = 2496 + 72168 + x*
Ls(x) = 120 -600r + 600 - 200> + 25* - x°

y la ecuacién

L@ =1+ 2094 @) - 2L, @

que permite obtener el polinomio de Laguerre de grado i + 1 en términos de los
polinomios de Laguerre de grado i e i-1.

Aproxime [ : e sen x dr con n=2
SOLUCION
Comon = 2:1Lhx) = 2 - & + xz;b'z(x) =4 +

Las rafces de Lo(x) son: x; = 2 ~ V2 ,x; =2+ V2
Con la sustitucion en H; se tiene:

H = [(2-1)!T _2+vZ
15 " (3+2(2-2) 142 -v2)) 4
H L)) _2-v2
2T T A¥2(2+V2) (-2 +V2)) 4
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y la integral queda entonces
fowe“" sen x dx =i—[(2+\/7 )sen (2 -vV2 ) +
(2-VZ )sen (2 + VvZ )] = 043246

En general, este proceso de integracién puede programarse con una expresion
del tipo 6.30

I e s @ =g 3 w0

donde los pesos w; y las abscisas x; para 2 < n < 5 estdn dadas en la tabla 6.1

Tabla 6.1. Coeficientes y abscisas para la integracion por cuadratura

de Gauss-Laguerre.

. Ntmero de puntos - Absc Coeficientes
2 ' r 0585786 0.853553
: 3414214 0.146447
3 0.415775 0.711093
2.294280 0.278518
6289945 0.0103893
4  0.322548 0.603154
1.745761 0.357419
4.536620 0.0388879
9395071 0.000539295
5 0.263560 0.521756
‘ 1.413403 0.398667
3.596426 0.0759424
7.085810 0.00361176
12.640801 0.00002337

6.6 De la grifica de un diagrama de Moliere del amoniaco se obtienen los siguien-
tes datos de temperatura (T) contra presion (P) a entalpia constante (H =

700 BTU/Lb).
Puntos | 1 2 3 4
T(F) 175 200 225 1250 275
P (psia) | 100 270 | 450 640 850
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Calcule el coeficiente de Joule-Thompson a una presién de 270 psia

a) Mediante la derivada de la f6rmula generalizada del polinomio de Lagrange
del ejempio 6.13 con los primeros cuatro puntos.

b) Mediante la derivada analitica de una curva empirica polinomial de segundo
grado calculada con minimos cuadrados usando todos los puntos.

SOLUCION

El coeficiente de Joule-Thompson estd definido como la derivada parcial de la
temperatura con respecto a la presion a entalpia constante, o sea

= (8T
=157 ) u
a) La férmula del ejemplo 6.13 se desarrolla para n = 3 y se obtiene
dp; (x) 5 J&xo)
ek [3x -2 (x; +x2+x3)x+(xlx2+x}x3+x2x3)] (g ;) (g ) (g )
fe)
+ [31:2 =2 (xg+x, a3+ Xty Hxgry +x,x,) ] () 0, X3) (1)
ftx)
2
+ [3X -2 (xo—xl_x3y+(x0xl+x0x3+xlx3)] (x2_x0)(x2_xl)(x2_x3)
f3)

+ [ 3 =2 (xgy X + (Xt +XE5HX ) ] (r3Xp) (X5 ) (x3%,)

donde x representa la presion y p3(x) la temperatura. Al sustituir x por 270
psia asf como los valores de los puntos dados, se obtiene

oT o .
u = (aP )H =~ 0.1429 °F / psia

b) Elsistema de ecuaciones 5.64 se resuelve usando los cinco puntos de la tabla
a fin de obtener los coeficientes del polinomio de segundo grado que mejor
aproxima la funcién tabulada

a, = 159.5134, a; = 0.156799, a, = —0.2453 x 107
que sustituidos dan
T(P) = 159.5134 + 0.156799 P - 0.2453 x 107 p?

cuya derivada es

(u

que evaluada en P = 270 resuita

~ 0.156799 - 2(0.2453 x 107*) P

oT R
(GP) H= 0.1436 °F/psia
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6.7 Encuentre la primera derivada numérica de x¢* en el puntox = 1, usando un
polinomio de aprarimacion de segundo grado. Estime el error cometido.

SOLUCION
Lo més conveniente es emplear la ecuacién 6.49
dfix h d
U |, =1 - & LG | £ o)

También se observa que el término del error en general es proporcional al valor
de h, por lo que, si es posible, deberd tomarse muy pequefio. Se tomard en este
caso i = 0.5. Con esto

Xp = 0.5, X = 1, Xy = 1.5
flxg) = 0.82436, fix)) = 2.71828, fix) = 6.72253

Se sustituye valores

d(xe')l 5
X1=1

2
[6.72253 - 0.82436] - 0.5 (x€* + 3¢ ) | £

2(0 5)
= 5.89817 - 0.04166 (x&* + 3e*) g

donde 5.89819 es la aproximacion a la primera derivada y el factor xe* + 3e*es
la derivada de tercer orden de xe*. Como se desconoce £ yxe* + 3e* es una funcién
creciente, puede calcularse enx = 1.5. De esta manera se obtiene el valor maximo
posible y, por ende, el valor mdximo para el término del error resulta

0.04166(1.5 ¢'> + 3¢€") = 0.84032

6.8 Demuestre que

d n n
—_ I (x-x; = IT (x,-x
dx [,-=o( ’)] !x=x,. j=0(' )
SOLUCION i
Sin = 1 se tiene
FlEx) G-x)] | = [a-x) + (x=x)] | _
dx x= 1-0
]#l

Sin = 2 se tiene
2 [(x-%0) (x-x1) t-12)] |y, = (G2 g 1Gx20) (x-x1)]

+ (x-x)(x-x1) ] |

X=X;
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= [(x-x2) (x-x) + (x=x2) (x-x1) + (x-xp) (x-x71)] | rex.

i
= X~ X
I (xi-x)
j#i

y por induccién puede llegarse a
d d
o [ (x=x0) (x=1p) ... (x=1,) ] |x=x- = [(x‘xn ) & [(x=x) (22 ) o (X2, ) ]

*(x=x0) (x-x) e (x-x) | |

-_-xi
i
= X:—X:
S (x;-x;)
j*i
6.9 En la siguiente tabla
G0 RO 5. R Pl U (o R
188 | 751 | 698 | 667

T representa la temperatura (°C) de una salmuera utilizada como refrigerante
y t (min) es el tiempo. Encuentre l1a velocidad de enfriamiento en los tiempos
t = 25yt = 4 min.

SOLUCION

Al emplear la ecuacién 6.41 con n = 2 se tiene

dp, (t) - (2“‘0—‘1-2}’)To+(210‘4t+2‘1+7}‘)T1 +(2“‘0“1)1‘2
dt 2h? 2h2 2h?2

Setomant#y = 1,6, = 2,t,b = 3yh=1yse tiene, parat = 2.5

dpy(t)  [2(25)-1-2-2(1)](859)
a 2(1)2

(2(25)-1-2)(75.1) _
2(1) -

L [2(1)-4(25)+2(2) +2(1)](788)

7 (1) 3.7

-+
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Altomarfy = 2,t; = 3yt, = 4setiene, parat = 2.5

dpp (1) _ [2(25)-2-3-2(1)](788)

dt 2(1)
L [2(2)-4(25)+2(3)+2(1)](751) _ (2(25)-2-3)(698) _ _,,
2(1)° 2(1)° ST

Estos valores confirman que la funcién tabular se comporta como una pardbola
(n=2); por lo tanto, el grado seleccionado es adecuado.
Se deja al lector repetir estos cdlculos para =4 min.

6.10 La siguiente tabla muestra las medidas observadas en una curva de imantacién
del hierro.

s |6 ] 7] 8] 9w |n|m
) | 1175 | 1245 | 1295 | 1330 | 1340 | 1320 | 1250

En ella B es el nimero de kilolfneas por cm? y u# la permeabilidad. Encuentre la
permeabilidad méxima.

SOLUCION
Como la permeabilidad m4xima registrada en la tabla es de 1340, correspondiente
a 8=10, se utilizan los puntos de abscisas S = 9,8; = 10,8, = 11 para obtener
un polinomio de segundo grado, por el método de aproximacién polinomial simple
ay + a;(9) + ay9)* = 1330
ay + a,(10) + a,(10)> = 1340
ay + a,(11) + ax(11)* = 1320

Al resolver se tiene ag = -110,a; = 295ya, = -15, por lo que el polinomio

es
u = -110 + 2958 - 158°
Para obtener la permeabilidad m4xima, se deriva e iguala con cero este polinomio
de 295 - =0
% ¥
Al despejar 8 = -2-3%2 = 9.83333
de donde

B = -110 + 295(9.83333) - 15(9.83333) = 1340.416
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Problemas

6.1  Emplee la ecuacién 6.5 con n=3 para obtener la ecuacién de Simpson 3/8 (véase Ecs.
6.6).

6.2  Mediante el método de Simpson 3/8 aproxime las integrales del ejemplo 6.1. Compare
los resultados con los obtenidos en los ejemplos 6.1. y 6.2.

6.3  Siguiendo las ideas que llevaron a las ecuaciones 6.8 y 6.10, encuentre 1a ecuacion co-
rrespondiente a usar la férmula de Simpson 3/8 sucesivamente.

6.4  Con el algoritmo obtenido en el problema anterior, integre la funcién

1 e—xz/ 2
\F

entre los limites a = -1y b = 1. Compare el resultado con los valores obtenidos en
¢l ejemplo 6.5.

6.5  En el gasoducto Cactus, Tab. a Reynosa, Tamps. se determina el gasto W (Kg/min) y
su contenido de azufre S (en porciento) periGdicamente durante el dfa. Los resultados
se presentan en la tabla

20

| 043 | 041 | 040

a) ¢Cudl es el gasto promedio diario?

b) éQué cantidad de gas se bombea en 24 horas?

¢) ¢Cudl es el contenido de azufre (%) promedio diario?
d) {Qué¢ cantidad de azufre se bombea en 24 horas?

6.6 Integre la funcién de Bessel de primera especie y orden 1

o k %+1
-1) (x/2
Jigx) = kZO T(I+k+1)

con el método de Simpson compuesto (aplicado siete veces) en el intervalo [0, 7]; esto
es,

7
Jy hx)a
Sugerencia: Consulte las tablas de funciones de Bessel.

6.7  Obtenga
% r3dh
1 (1+4"
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6.8 Obtenga 3 *
f , xe ©dx

6.9  Elabore un subprograma para integrar una funcién analitica por el método de Simpson
3/8 compuesto, usando sucesivamente 3, 6, 12, 24, 48, ..., 3072 subintervalos. Comprué-
belo con la funcién del ejemplo 6.5.

6.10 De acuerdo con las ideas acerca del andlisis del error de truncamiento en la aproximacion
trapezoidal, analice dicho error en la aproximacién de Simpson 1/3.

Sugerencia: La expresion a que debe llegarse es

5 4 4
n h h h
|ET|5290M_nh M = (b-a) 150 M,

donde |f v (x;)|= My n es el nimero de subintervalos en que se divide [g, b]; de
donde, el error de truncamiento en el método de Simpson 1/3 s proporcional a A, 1o
cual conjuntamente con la ecuacién 6.10 se expresa

n-1 n-2
b
[ f(ydx= % [fxo) + 4 Yf@)y+2 Y fx) + [ ()] + o(r*)
=1 [=2
pi=2 sz

6.11 Mediante la ecuacin 6.18 encuentre una cota para el error de truncamiento al integrar

2
la funcién e /2 entre los limites [-1, 1], usando 2, 4, 8, 16, ..., 1024 subintervalos.

6.12 Emplee la integracion de Romberg a fin de evaluar 152)para las siguientes integrales
definidas
12 By [} x3ei
a) [ 4 ¢ ) S 0 X7€
3 dx 3
9 f, ¥ d) [ Inxadx

6.13 Con el criterio de convergencia siguiente
m m+1

aproxime las integrales que se dan a continuacién

1 2
a) f, €7 dx b J, “:“fi_"dx

2
) fo "™ cos kx dx con k = 1,2
En el inciso ¢) compare con la solucién analftica.

614 Pruebe que en la integracion de Romberg con h, = h,/2 [Ec. 6.21], 1D = s, donde
S es la aproximacién de Simpson compuesta [Ec. 6.10] empleando 2* subintervalos.
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6.15  Estime las siguientes integrales

a) fol sen ( 101 mx ) dx

1 senxenx#O
b) f, f(x)dxconf(x)= [ x
1 enx =90

con una aproximacion de 107
Sugerencia: Emplee como criterio de convergencia

| 1Y < 108
con

(m+1) (m+2) >
I I | =10

6.16 En un cambiador de calor de tubos concéntricos se calienta nitrobenceno con un gasto
w = 3000 Ib/hr en el tubo interior con didmetro Di = 3 pulg. Entre los tubos se
circula vapor saturado que mantiene la temperatura de los tubos a temperatura cons-
tante Ts = 100°C. {Cudl serd la longitud necesaria de los tubos para calentar el nitro-
benceno desde 10 hasta 80°C?

Vapor
]

o

Condensado

El modelo del proceso se obtiene mediante un balance de calor a regimen permanente
en un elemento diferencial de longitud Ax

Acumulacién = entrada - salida + transmision
0 = wCpT |x -w CpT |x+Ax + DizAxh (Ts-T)
al dividir entre Ax y hacer Ax - 0, se obtiene en el lfmite

pr%TisDi:rh(Ts—T)
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y al separar variables queda

w 8 CpdT L
oz 1o F‘TE—T‘( Ty - S, & =1L.
Donde A es el coeficienete de transmision de calor en BTU/(hr pie °F) y se calcula con
la expresién

B = 0023 Re®® P03,
Obsérvese que Re, Cp y Pr son funciones de T.

A principios de siglo, Lord Rayleigh resolvio el problema de la destilacién binaria sim-
ple (una etapa) por lotes, con la ecuacién que ahora lieva su nombre

jrdo gy &

L, L W y-X

donde L son los moles de 1a mezcla ifquida en el hervidor, x las fracciones mol del
componente mds volatil en la mezcla liquida y y las {racciones mol de su vapor en
equilibrio. Los subindices i y f se refieren al estado inicial y final.

Calcule qué fraccién de un lote es necesario destilar en una mezcla binaria para que x
cambie de x; = 0.7 a X = 0.4. La relacién de equilibrio estd dada por la ecuacién

_ ax
Y = 13 (a-1)x

donde a es la volatilidad relativa de los componentes y es una funcién de x segiin la
siguiente tabla (para una mezcla dada)

6.18

6.19

6.20

La integral [ * %‘—5 dx puede presentar serias dificultades.

-n
Estudie cuidadosamente el integrando y aproxime dicha integral empleando alguno de
los métodos vistos.

Ensaye varios métodos de integracién numérica para aproximar

fl Xz(k
4 ViR

Sea la funcién f{x) definida en (0, 1) como sigue

x 0=x <05
f(x) =
1x 05 sxs1,

. . 1 e
aproxime numéricamente [ 0 f(x) dx utilizando

a) El método trapezoidal aplicado una vez en (0, 1)
b) El método trapezoidal aplicado una vez en (0, 0.5) y otra en (0.5, 1)
¢) El método de Simpson 1/3 aplicado una vez en (0, 1).

Compare los resultados con el valor analftico y explique las diferencias.
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6.21 Demuestre que la expresion general para integrar por Gauss-Legendre puede ponerse
en la forma

b b xi(b-a)y+b+a
INEAOLIEE S ‘—E:1Wif [ 5 J

donde w;, x;,1 = 1,2, .., n dependen de n y estdn dados en la tabla 6.2

6.22  Use la cuadratura de Gauss con n = 3 para aproximar las integrales de los problemas
6.18y 6.19.
6.23 Dada la funcién f(x) en forma tabular

encuentre

SRR roow

usando la cuadratura de Gauss con varios puntos
6.24 Calcule el cambio de entropfa AS que sufre un gas ideal a presion constante al cambiar
su temperatura de 300 a 380 K. Utilice la cuadratura gaussiana de tres puntos.

T2 drT
fT, G T

0

6.25 Madifique el programa del ejemplo 6.11 de modo que se puedan integrar funciones
dadas en forma discreta o tabular.
Sugerencia: Vea el programa de interpolacion de Lagrange en el ejercicio 5.5.

6. 26 Una partfcula de masa m se mueve a través de un fluido sujeta a una resistencia R que
es funcién de la velocidad v de m. La relacién entre la resistencia R, la velocidad v, y
el tiempo ¢ estd dada por la ecuacién

= (¥ _m_
t~fvo R(v) v

Supdngase que R(v) = ~v v¥+0.0001 para un fluido particular. Sim = 10 kg y v,
= 10 my/s, aproxime el tiempo requerido para que la particula reduzca su velocidad a
v, = 5 mys, usando el método de cuadratura de Gauss con dos y tres puntos.

6.27 proxime las siguientes integrales usando la cuadratura de Gauss-Laguerre. Consulte
el ejercicio 6.5.

a) fow ¥ nx dx b) _]'ow e® (tanx + senx ) dx

) f: e* X dx d) fow e* 3 dx

) fow ¥ &
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o
Las integrales del tipo f f(x) dx, con a >0 se conocen como integrales impropias y se
a
pueden aproximar, si su limite existe, por los métodos de cuadratura haciendo el cambio
de variable t = x™\. Con este cambio el integrando y los ifmites pasan a ser

Comot = x,x = ! ydx = 142 dt.

El integrando queda f(x) dx = (-1/%) f(¢') dt.
Los limites pasan a
Comox = a,t = lja

y

Al sustituir queda

fa”f(x)dx = - fﬁa 2ty de = fov"rzf(rl) dt

que ya puede aproximarse por los métodos vistos en este capftulo.
Aplique estas ideas para aproximar las siguientes integrales

a) fs‘” X3 dx b) f1°° x4 sen (1) dx
c) f1: x2 e cos (4 ) dx

Utilice el método numérico que considere mds conveniente.

Elabore un algoritmo correspondiente al algoritmo 6.3 usando la cuadratura de Gauss-
Laguerre (v€ase Ejer. 6.5).

Aproxime las integrales siguientes

a) fol f12 x €% dy dx b) flz fol x e?dx dy
3 8 1 1
c) fl f4 sen x cos y dx dy d) fo fo x y dedy

empleando el método de Simpson 1/3 dividiendo el intervalo (g, b) del eje x en n (par)
subintervalos y el intervalo (c, d) del eje y en m (par) subintervalos. La ecuacién por
utilizar es

d h
J. f:f (x,y) dxdy ~ % {f @0 y0) + [0 ym) + f (xn » Y0) + f G Ym )

m-1 m-2

+ 4 1;1 U(xoy)+f(xm,%)] + 2 22 U (xo9j) +f(*n,35)]

- J
Aj=2 Aj=2
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n-1 m-1 m-2

121 [f(quO)+ 4 ]2 flxiy) + 2 jE f(xi )+ f(xi,ym) ]
Ai=2 Aj=2 Aj=2

n-2 m-1 m-2
2: [f(xu)’O)*“]E f(anJ)*z]E f(x.y;)-i'f(xz,ym]]
Ai=2 Aj=2 Aj=2

6.31 Aproxime las integrales del problema 6.30 empleando la cuadratura de Gauss-Legendre

f ff(x’y)dxdy..g__)_(‘i__clz E Wi Wi [—2—' i b+a’d;c uj+-c—-2t‘i:l
=1 =1

donde w; 0 w; son los coeficienies w; dados en la tabla 6.2, ¢; 0 %; son las abscisas z;
dadas en la tabla 6.2 y n y m son los nimeros de puntos por usar en los ejes x y y,

respectivamente.

6.32 Mediante el método de Simpson 1/3 aproxime las integrales

1 1
ay [ ) ysenxdrdy b) f, Jpdy dx
2 x? 2 e
o [ [l & a O f, f axdy

6.33 En el estudio de integrales dobles, un problema tpico es demostrar que
R 2 R R 2 2
fo e~ dx=f0 fo e 7V dy dx

Demuéstrelo numéricamente con R = 1. Utilice el método de Simpson 1/3.

6.34 Elabore un algoritmo para aproximar integrales dobles empleando el método de cua-
dratura de Gauss-Legendre.

6.35 Encuentre el centro de masa de una ldmina cuya forma se encuentra en la figura ad-
junta, suponiendo que la densidad en un punto p(x, y) de la limina estd dada por

plx,y) = xseny

x2+yz:1
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6.36 La expresion f f dx dy represgnta el drea del rectdngulo cuyos vértices son a, b,
cyd (corrobérelo), de modo que f f f(x y)dx dy representa el volumen del cuerpo
cuya base es el rectdngulo g, b, ¢, d" y Cuya altura para cualquier punto (x, y) dentro de
dicho rectdngulo es fix, y). Aproximar el volumen de los siguientes cuerpos

a) fix, y)
b) fx, )

6.37 Emplee las ideas que lievaron a las ecuaciones 6.41 y 6.42 para obtener la aproximacion
de una funci6n tabulada por un polinomio de tercer grado y su primera y segunda
derivadas.

senx + €% (abcd) =(0,4,13)
sen 7tx cos y ; (@, b, ¢, d) = (0, 7/4, 0, 7/4)

6.38 La ecuacién de estado de Redlich-Kwong es

a
V- =
* 3 V(V+b)]( 2) = RT

donde a = 17.19344 y b = 0.02211413 para el oxfgeno molecular.
Si T = 373.15 K se obtiene la siguiente tabla de valores

_ Puntos 0 |1 2 3
P (atm) 3043853 27.68355 25.38623 2344122
Vigmony | 10 | 11 1 o120 ] 13

a) Calcule la dP/dV cuando V = 1.05 [ utilizando las ecuaciones 6.40 y 6.41 y com-
pérelo con el valor de la derivada analftica.

b) Proceda como en el inciso anterior, pero ahora aplique la ecuacién 6.51 con n =
lyn =2

639 Calcular 22 utilizando la informacién del ejemplo 6.14.

9P lr=325P=10
6.40 Obtenga la segunda derivada evaluada enx = 3.7 para la funcién que se da enseguida

Puntos 0 1 2 3 4 5
x 1 18 3 42 5 6.5
Cf(x) 3 | 4345% | 657735 | 88875 | 1044721 | 1339223

Utilice un polinomio de Newton en diferencias divididas para aproximar f{x).

6.41 Dada la funcion fix) = x¢* + " aproxime f’(x), f "(x) enx = 0.6, empleando los
valores de & = 0.4, 0.1, 0.0002 con n = 1, 2, 3 para cada h. Compare los resultados
con los valores analfticos.

6.42  Elabore un programa que apraxime la primera derivada de una funcién dada en forma
tabular; usando el algoritmo 6.5.

6.43 Encuentre la primera derivada numérica de x In x en ¢l punto x = 2, usando un poli-
nomio de aproximacién de tercer grado. Estime el error cometido.

6.44 Dada la tabla
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| os0e73

calcule f’(x) parax = 03,04y 0.5 conn = 2 (Ec. 6.41) y compare con los valores
analiticos dados en la tabla.

6.45 En la tabla siguiente, x es la distancia en metros que recorre una bala a lo largo de un
cafién en f segundos. Encuentre la velocidad de la bala enx = 3

00493 | 0059 | 00700

6.46 Dado un circuito con un voltaje E(r) y una inductancia L, la primera ley de Kirchhoff
que lo modela es

E = Ldi/dt + Ri

donde i es la corriente en amperes y R 1a resistencia en ohms. La tabla de abajo da los
valores experimentales de ¢ correspondientes a varios tiempos ¢ dados en segundos. Si
la inductancia L es constante ¢ igual a 0.97 henries y 1a resistencia es de 0.14 ohms,
aproxime el voltaje E en los valores de ¢ dados en la tabla usando la ecuacién 6.41.

t 095 0% | 097 0.98 0.99 1.0
i 0% | 192 | 254 | 288 | 304 3.10

6.47 La reaccidn en fase liquida entre trimetilamina y bromuro de propilo en benceno, se
llevo a cabo introduciendo cinco ampolletas con una mezcla de reactantes en un bafio
a temperatura constante.
Las ampolletas se sacan a varios tiempos, se enfrian para detener la reaccion y se analiza
su contenido. El andlisis se basa en que la sal cuaternaria de amoniaco estd ionizada,
de aquf que la concentracion de los iones bromuro se pueda obtener por titulacién. Los
resultados obtenidos son

Calcule la variacién de la conversién con respecto al tiempo en los distintos puntos de
la tabla.

6.48 La densidad de soluciones de cloruro de calcio (CaCl,) a diferentes temperaturas y
concentraciones se presenta en la siguiente tabla
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T °C -5 0 20 40 80 100 -
¢ % peso ;
2 1.0171 1.0148 1.0084 0.9881 09748
8 1.0708 1.0703 1.0659 1.0586 1.0382 1.0257
16 1.1471‘( 1.1454 1.1386 1.1301 1.1092 1.0973
30 ’ 1.2922 1.2816 1.2709 1.2478 1.2359
40 1.3957 1.3826 1.3571 1.3450
Calcule

a) La variacién de la densidad con respecto a la temperaturaa T = 0°Cy

c =40 %

b) La variacion de la densidad con respecto a la concentracion a T = 0°C
yc = 40 %

c) La variacion de la densidad con respecto a la temperaturaa T = 30°Cy
c = 10%

d) La variacién de la densidad con respecto a la concentraciona T = 30°C
yc = 10 %






CAPITULO 7

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Seccién 7.1 Formulacién del problema de valor inicial

Seccién 7.2 Método de Euler

Seccion 7.3 Métodos de Taylor

Seccién 7.4 Método de Euler modificado

Seccién 7.5 Métodos de Runge-Kutta

Seccién 7.6 Métodos de prediccion-correccion

Seccién 7.7 Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior y sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias

EN ESTE CAPITULO se formula el problema de valor inicial a partir de una
situacion fisica sencilla y se estudia grafica y analiticamente los métodos m4s utili-
zados en su solucion numérica.

INTRODUCCION

Se llama ecuacién diferencial aquella ecuacién que contiene una variable depen-
diente y sus derivadas con respecto a una o mds variables independientes. Muchas
de las leyes generales de la naturaleza se expresan en el lenguaje de las ecuaciones
diferenciales; abundan también las aplicaciones en ingenier{a, economia, en las mis-
mas matemdticas y en muchos otros campos de la ciencia aplicada.

Esta gran utilidad de las ecuaciones diferenciales es fécil de explicar; recuérdese
que si se tiene la funcién y = f(x), su derivada dy/dx puede interpretarse como la
velocidad de cambio de y con respecto a x. En cualquier proceso natural, las variables
incluidas y sus velocidadaes de cambio se relacionan entre sf mediante los principios
cientificos que gobiernan el proceso. El resultado de expresar en simbolos matem4-
ticos estas relaciones, a menudo es una ecuacién diferencial.

Se tratard de ilustrar estos comentarios con el siguiente ejemplo.

Supéngase que se quiere conocer ¢cOmo varfa la altura 4 del nivel en un tanque
cilindrico de 4rea seccional A cuando se llena con un liquido de densidad p a razén
de G I/min como se ve en la figura 7.1.

La ecuacién diferencial se obtiene mediante un balance de materia (principio
universal de continuidad) en el tanque

Acumulacién = Entrada - Salida
(Kg/min) (Kg/min) (Kg/min)

donde la acumulaci6n significa la variacién de la masa de liquido en el tanque con
respecto al tiempo, la cual se expresa matemiticamente como una derivada:
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d(Vp)/dt. Lo que entra es %— (Kg/min) y el término de salida es nulo, con lo cual
1a ecuacion de continuidad queda como sigue

d(Vp) _
a - op

Por otro lado, €l volumen de liquido V que contiene el tanque a una altura h
es* V. = A h. Al sustituir V en la ecuacion diferencial de arriba y considerando
que la densidad p ¢s constante, se llega a

7.1
A dn _ G ¢
dt
ecuacién diferencial cuya solucién describe cdmo cambia la altura A del liquido
dentro del tanque con respecto al tiempo ¢.

A continuacion se enlistan ejemplos de ecuaciones diferenciales.

Y~ ky, (7.2)
™ d_}F kys (7.3)
%+2xy=e"‘2 (74)
%2*5%+6y=0, (7.5)
(1—x7)%32—2x%+p(p+1)y=0 (76)

(7.7)

24_& dy 22y _
x dx2+xdx+(x p)y=20

G (l/min)——JV

&

Figura 7.1. Llenado de un tanque cilindrico.

*El fondo del tanque es plano.
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La variable dependiente en cada una de estas ecuaciones €s y, y la variable inde-
pendiente es x o ¢. Las letras k, m y p representan constantes. Una ecuacién dife-
rencial es ordinaria si sélo tiene una variable independiente, por lo que todas las
derivadas que tiene son ordinarias o totales. Las ecuaciones 7.1 a 7.7 son ordinarias.
El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la derivada de mds alto orden
en ella. Las ecuaciones 7.1, 7.2 y 7.4 son de primer orden, y las demds de segundo.

SECCION 7.1 FORMULACION DEL PROBLEMA DE VALOR

INICIAL
La ecuacién diferencial ordinaria (EDO) general de primer orden es
dy _
A (7.8)

En la teoria de las EDO se establece que su solucién general debe contener una
constante arbitraria c, de tal modo que la solucién general de la ecuacioén 7.8 es

Fx,y,¢) = 0 (7.9)

La ecuacién 7.9 representa una familia de curvas en el plano x-y, obtenida cada
una de ellas para un valor particular de ¢ como se muestra en la figura 7.2. Cada
una de estas curvas corresponde a una solucién particular de la EDO 7.8, y anali-
ticamente dichas constantes se obtienen exigiendo que la solucién de esa ecuacién
pase por algin punto (xg, y,); €sto es, que

yxo) = Yo (7.10)

lo cual significa que la variable dependiente y vale y, cuando la variable inde-
pendiente x vale x, (véase la curva F, de la Fig. 7.2).

En los cursos regulares de cdlculo y ecuaciones diferenciales se estudian técnicas
analiticas para encontrar soluciones del tipo de la ecuacién 7.9 a problemas como
el de la ecuacién 7.8 o mejor atn, a problemas de valor inicial —ecuacién 7.8 y
condicién 7.10, simultdneamente.

En la prictica la gran mayoria de las ecuaciones no pueden resolverse utilizando
estas técnicas, y se deberd recurrir a los métodes numéricos.

Cuando se usan métodos numéricos no se encuentran soluciones de la forma
F(x, y, ¢) = 0, ya que trabajan con ndimeros y dan por resultado nimeros. Sin
embargo, el propdsito usual de encontrar una solucién es determinar valores de y
(ntmeros) correspondientes a valores especificos de x, lo cual es factible con los
mencionados métodos numéricos sin tener que encontrar F(x, y, ¢) = 0.

El problema de valor inicial (PVI) por resolver numéricamente queda formulado
como sigue

a) Una ecuacion diferencial de primer orden (del tipo 7.8)
b) El valor de y en un punto conocido x, (condicién inicial)
¢) El valor x, donde se quiere conocer el valor de y Op
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= 0, cony(x) = y,

=

Figura 7.2. Representacién gréifica de la solucién general, ecuacién 7.9.

que en lenguaje matem4tico quedard asf

D~ f(x.y)
PVI y(x) =¥ (7.11)
y(x) = ?

Formulado €l problema de valor inicial, a continuacion se describe una serie de
técnicas numéricas para resolverlo.

SECCION 7.2 METODO DE EULER

El método de Euler es el més simple de los métodos numéricos para resolver
un problema de valor inicial del tipo 7.11. Consiste en dividir el intervalo que va
dexyaxenn subintervalos de ancho h (vé€ase Fig. 7.3); o sea,

k) (7.12)
n
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de manera que se obtiene un conjunto discreto de (n+1) puntos*: xg, Xy, X3, .., Xy
del intervalo de interés [xo, xJ. Para cualquiera de estos puntos se cumple que

X =x +ih 0si)sn (7.13)

Notese la similitud de este desarrollo con el primer paso de la integracién nu-
meérica.

La condici6n inicial y(x,) = y, representa el punto Py = (x,, ¥o) por donde pasa
la curva solucién de 1a ecuacion 7.11, la cual por simplicidad se denotard como F(x)
= y en lugar de F(x,y, c;) = 0.

Con ¢l punto P, se puede evaluar la primera derivada de F(x) en ese punto; a
saber

F’(x) = % P, = f(X5,¥) (7.14)

Con esta informacién se traza una recta, aquella que pasa por P,y de pendiente
f(xg, yo)- Esta recta aproxima F(x) en una vecindad de x,. Tomese la recta como
remplazo de F(x) y localicese en ella (la recta) el valor de y correspondiente a x,.
Entonces, de la figura 7.3

1 =X
PR f(x95¥0) (7.15)
Se resuelve para y,

N=Y+t(x-%)f( %Y%)=y +hf{xy) (7.16)
F(x)

Y

Yo

-

I h'_". | Py
| x xﬁ] x

i i+l xX. = X

Figura 7.3 Deduccién grifica del método de Euler.

‘xf se convierte en x,.
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Es evidente que la ordenada y, calculada de esta manera no es igual a F(x,), pues
existe un pequefio error. No obstante, el valor y, sirve para aproximar F ’(x) en el
punto P = (x;,y,) y repetir ¢l procedimiento anterior a fin de generar la sucesion
de aproximaciones siguiente

Y1 = Yo + hf(xg ¥
Yo =n t hfl,y)

Vet = i + S, ) (7.17)

Yo T Yna + hf(xn—l’yn—l)

Como se muestra en la figura 7.4, en esencia se trata de aproximar la curva
y = F(x) por medio de una serie de segmentos de linea recta.

Error final

Figura 7.4 Aplicacién repetida del método de Euler.
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Como la aproximacién a una curva mediante una linea recta no es exacta, se
comete un error propio del método mismo. De modo similar a otros capitulos, €ste
se denominard error de truncamiento. Dicho error puede disminuirse tanto como
se quiera (al menos tedricamente) reduciendo el valor de A, pero a cambio de un
mayor nimero de célculos y tiempo de mdquina y, por consiguiente, de un error
de redondeo més aito.

Ejemplo 7.1

Resuelva el siguiente

=(x-y)

dr
PVI y(0) = 2
y(1) =2?

mediante el método de Euler.

SOLUCION

Sugerencia: Puede usar un pizarrén electrénico o €l GC para seguir los
célculos.

El intervalo de interés para este ejemplo es [0, 1] y al dividirlo en cinco
subintervalos se tiene

1-0
h = 5 = 0.2

con lo cual se generan los argumentos

x =00x; =xyg+h =00+ 02 =02
X =x+h =02+ 02 =04

X5=x4+h=0.8+0.2=1.0

Conxp = 0.0yy, = 2y las ecuaciones 7.17 se obtienen los valores

»i = y02) = 2 + 02[00 - 2] = 16

¥, = y(04) = 1.6 + 02[0.2 - 1.6] = 1.32

y3 = y(0.6) = 132 + 02[04 - 1.32] = 1136
Yo = y(08) = 1136 + 02(0.6 - 1.136] = 1.0288

¥s = y(1.0) = 1.0288 + 0.2[0.8 - 1.0288] = 0.98304

Por otro lado, la solucién analftica es 1.10364 (el lector puede verificarla

resolviendo analiticamente el PVI); el error cometido es 0.1206 en valor ab-
soluto y 10.92 en porciento.
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Para obtener la aproximacién YF a la solucién de un problema de valor
inicial o PVI (Ec. 7.11), proporcionar la funcién F(X,Y) y los

DATOS: La condici6n inicial X0,Y0, el valor XF donde se
desea conocer el valor de YF y el nimero N de
subintervalos por emplear.

RESULTADOS:  Aproximacién a YF : YO.

PASO 1. HacerH = (XF - XO0)/N

PASO 2. Hacerl =1

PASO 3. Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 6.
PASO 4. Hacer YO = YO + H * F(X0,Y0)
PASO 5. Hacer X0 = X0 + H
PASO6. HacerI =1 + 1

PASO 7. IMPRIMIR Y0y TERMINAR.

SECCION 7.3 METODOS DE TAYLOR

Antes de explicar estos métodos, conviene hacer una acotacion al método de
Euler.

Puede decirse que ¢l método de Euler utiliza los primeros dos términos de la
serie de Taylor para su primera iteracion; o sea,

Fx)) = y, = Flg) + F’(xg) (&} — Xo) (7.18)

donde se sefiala que y; no es igual a F(x;).
Esto pudo hacer pensar que para encontrar y,, se expandié de nuevo F(x) en
serie de Taylor, como sigue

F(x)) =y, = F(x)) + F’(x)) (x; — xp), (7.19)

sin embargo, no se dispone de los valores exactos de F(x;) y F ’(x{) y, rigurosamente
hablando, son los que deben usarse en una expansion de Taylor de F(x) —en este
caso alrededor de x;—; por tanto, el lado derecho de la ecuacién 7.19 no es eva-
luable. Por ello, s6lo en la primera iteracion, para encontrar y,, s¢ usa rcalmente
una expansion en serie de Taylor de F(x), aceptando desde luego que se tienen
valores exactos en la condicién inicial yo=F(xy). Después de eso, se emplea la ecua-
cién

Yier = Vi + f)) 0y - x)

(7.20)
=Fx;) + F’(x) (G, — x)

que guarda similitud con una expansién en serie de Taylor.
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Aclarado este punto, a continuacién se aplicard la informacién acerca de las
series de Taylor para mejorar la exactitud del método de Euler y obtener extensiones
que constituyen la familia de métodos llamados algoritmos de Taylor.

Si se usan tres términos en lugar de dos en la expansién de F(x,), entonces

R
F ) =n =F (x0) + F* (x0) (-20) + F** (1) S22 721

Como
" dF’(x) _ df(x.y)

h = xl_x‘),
la primera iteracién (Ec. 7.21) tomarfa la forma*

h% df(x,y)
=Yoot hf(x.y0) *+ 57 g lxo»)’o (7.22)

Ahora cabe pensar que usando una férmula de iteracién basada en la ecuacién
7.22 para obtener y,, ys, ..., ¥, mejorarfa la exactitud obtenida con la 7.18. Se propone
entonces la férmula

h? df(x,
Yier =Y ¥ hf(x.5) + 57 -f—(de) X9, (7.23)

La utilidad de esta ecuacion depende de cudn ficil sea la diferenciacion de
fer, y). Si f(x, y) es una funcién sélo de x, la diferenciacién con respecto a x es
relativamente f4cil y la férmula propuesta es muy prictica.

Si, como es el caso general, f(x, y) s una funcién de xr y y, habr4 que usar derivadas
totales. La derivada total de f(x, y) con respecto a x estd dada por

df(x,y) - af(x,y) + af(x,y) dy
dx ax ay dx

Si se aplican las ideas vistas en el método de Euler pero empleando como férmula
la ecuacién 7.23, se obtiene el método de Taylor de segundo orden. Esto iltimo es
indicativo de la derivada de mayor orden que se emplea y de cierta exactitud. Con
esta terminologfa, al método de Euler le corresponderfa el nombre de método de
Taylor de primer orden.

*La notacién fﬁ;_;ﬁ l

el punto (x4, ¥, ).

X5,y significa la evaluacién de la derivada de f (x, y ) con respecto a x en
0170
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Ejemplo 7.2

Resuelva el PVI del ejemplo 7.1 por el método de Taylor de segundo orden.
Puede usar un pizarrén electrénico para seguir los cdlculos.

SOLUCION
Al utilizar cinco intervalos de nuevo se tiene

h =02, X, = 0.0, x, = 02, x, = 04,

X = 06, x, = 08, X = 10

Se aplica la ecuacién 7.23 cony, = 2y con

df(;x,y) = Af(xy) af((;y,y) (x-y)=1-x+y

ax
yaque%=x-—y

h2
n =y 02) =y, + h(xg=y) + 57 (1 - x5 + )

0.2°
=2 + 02 (0-2) + —5- (1-0+2) = 166

h2
Y, =y (04) =y, + h(x-y) + —2—!(1—x1 + )

2
= 166+ 02(02-166) + QZL (1-02+166) = 14172

al continuar este procedimiento se liega a
ys =y (1.0) = 1.11222

que da un error absoluto de 0.00858 y un error porcentual de 0.78. Nétese la
mayor exactitud y el mayor nimero de célculos.

La extension de esta idea a cuatro, cinco o mds términos de la serie de
Taylor significarfa obtener métodos con mayor exactitud pero menos précticos,
ya que incluirfan diferenciaciones complicadas de f{(x, y); por ejemplo, si se
quisiera usar cuatro términos de la serie, se necesitaria la segunda derivada
de f(x, y), la cual estd dada por

d¥(xy) _ ¥ y) L Gy 3 (xy)
dx” ax” dc  dx dy dx ay”?

af(x,y) 8f(x,y) f(x,y) 2 dy
+ + ( " )de

ax ay
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Las derivadas totales de orden superior al segundo de f(x, y) son ain mds
largas y complicadas.

Ya que el uso de varios términos de la serie de Taylor presenta serias di-
ficultades, los investigadores han buscado métodos comparables con ellos en
exactitud pero mds fdciles. De hecho, el patr6n para evaluarlos son los méto-
dos derivados de la serie de Taylor; por ejemplo, dado un método, se compara
con el derivado de la serie de Taylor que dé la misma exactitud. La derivada
de mds alto orden en este Gltimo proporciona el orden del primero. Un mé-
todo que diera una exactitud comparable al método de Euler seria de primer
orden; si diera una exactitud comparativamente igual a usar tres términos de
la serie de Taylor, seria de segundo orden, y asf sucesivamente.

A continuacion se estudian métodos de orden dos, tres, etc., en los que no
se requieren diferenciaciones de f(x, y).

SECCION 7.4 METODO DE EULER MODIFICADO

En el método de Euler se tom6 como vélida para todo el intervalo la derivada
encontrada en un extremo de éste (véase Fig. 7.5). Para obtener una exactitud ra-
zonable se utiliza un intervalo muy pequefio, a cambio de un error de redondeo
mayor (ya que se realizardn mds cdlculos).

El método de Euler modificado trata de evitar este problema utilizando un valor
promedio de la derivada tomada en los dos extremos del intervalo, en lugar de la
derivada tomada en un solo extremo.

y

Yo

Figura 7.5. Primer paso en el método de Euler modificado.
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El método de Euler modificado consta de dos pasos bésicos*

1. Se parte de (x,, y,) y se utiliza el método de Euler a fin de calcular el valor
de y correspondiente a x;. Este valor de y se denotard aqui como y,, ya que
s6lo es un valor transitorio para y,. Esta parte del proceso se conoce como
paso predictor.

2. El segundo paso se llama corrector, pues trata de corregir la prediccion. En
el nuevo punto obtenido (x,, y,) se evalia la derivada f(x,, y,) usando la ecua-
cion diferencial ordinaria del PVI que se esté resolviendo; se obtiene la media
aritmética de esta derivada y la derivada en el punto inicial (xg, y,)

1 ~ . .
5 [f(xg,¥5) + f(xy, y1)] = derivada promedio

Se usa la derivada promedio para calcular un nuevo valor de y;, con la ecuacién
7.17, que deberd ser mds exacto que y;

n=yxt (_ﬁ";j)‘)'[f(xo’}’o) + f(x, n)l

y que se tomard como valor definitivo de y;. Este procedimiento se repite hasta
llegar a y,.

El esquema iterativo para este método quedarfa en general as{
Primero, usando el paso de prediccion resulta
Yir =it A f(xy) (7.242)

Una vez obtenida y,,; se calcula f(x;,,, y;,1), 1a derivada en el punto (x;, 4, ¥;,1)»
y se promedia con la derivada previa f(x;, y;) para encontrar la derivada promedio

—;— F(x55) + f(Kigrs Yis) ]

Se sustituye f(x;, y;) con este valor promedio en la ecuacion de iteracion de Euler
y se obtiene

Yier =¥ t % [F(xi,y:) + f(Xi415 Yir)] (7.24b)

Ejemplo 7.3
Resuelva el PVI del ejemplo 7.1 por el método de Euler modificado.
SOLUCION

Al utilizar nuevamente cinco intervalos para que la comparacién de los
resultados obtenidos sea consistente con los anteriores, se tiene

*Se omitié 1a subdivision de [x,, xI] en n subintervalos para dar énfasis a los pasos fundamentales de
prediccién y correccién.



Primera iteracion

Primer paso:y; = yo + hflx,y0) = 2 + 02(0 - 2) = 16

Segundo paso: -;— [f(xo>¥0) + f(x1, ¥1)] =

Segunda iteracién

Primer paso:y, = y1 + hf(x;, y1) = 1.66 + 0.2(0.2-1.66) = 1.368

Segundo paso: 2 [ (xi.31) + f (%2, 72)]

Al continuar los cdlculos se llega' a
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% [(0-2)+(02-16)]=-17

y(©2) =y =2 + 02(-17) = 166

= % [(02-166) + (04-1368)] = -1.214
y (04) =y, = 1.66 + 02(-1.214) = 14172

Js = 1.08509
ys = 111222

Los resultados obtenidos en este caso son idénticos a los del ejemplo 7.2 en que
se utilizé6 el método de Taylor de segundo orden; por tanto presumiblemente el
método de Euler modificado es de segundo orden. Esto se demuestra en la siguiente

seccion.

PASO 1.
PASO 2.
PASO 3.

PASO 8.

Para obtener la aproximacién YF a la solucién de un PVI, proporcionar la
funcién F(X,Y) y los

DATOS: La condicién inicial X0, YO, el valor XF donde

se desea conocer el valor de YF y el nimero N de
subintervalos por emplear.

RESULTADOS:  Aproximaci6én a YF: YO.

Hacer H = (XF-X0)/N
HacerI = 1
Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 7.
PASO 4. Hacer Y1 = Y0 + H * F(X0,Y0)
PASO 5. Hacer YO = YO +
H2 * (F(X0,Y0)+F(X0+H,Y1))
PASO 6. Hacer X0 = X0 + H
PASO7. HacerI =1+ 1
IMPRIMIR Y0 y TERMINAR.
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SECCION 7.5 METODOS DE RUNGE-KUTTA

Los métodos asociados con los nombres de Runge (1885), Kutta (1901), Heun
(1900) y otros para resolver el PVI (Ec. 7.11) consisten en obtener un resultado
que se obtendria al utilizar un ndmero finito de términos de una serie de Taylor
de la forma

h? n
Yird =Y F ROy )+ 7 () 3 S () (1.25)

con una aproximacion en la cual se calcula y;,, de una férmula del tipo*
Yisr=Yithaof (5 y) e f(x;+uh,y, +bih) +a, f(x, +uh,y, +bh)
+...+apf(x,.+/4ph,y,.+bph)] (7.26)

donde las a, u, y b se determinan de modo que si se expandiera f(x; + u; h,y; +
b; h), con 1 = j < p en series de Taylor alrededor de (x;, y;), se observaria que los
coeficientes de h, h%, k3, etc. coincidirfan con los coeficientes correspondientes de
la ecuacion 7.235.

A continuacion se derivard s6lo el caso m4s simple, cuando p = 1, para ilustrar
el procedimiento del caso general, ya que los lineamientos son los mismos.

A fin de simplificar y sistematizar la derivacion, conviene expresar la ecuacion
726 conp = 1 en la forma

Yier =Yithlaof (xy;) +a f(x; +puh,y, +bh)] (7.27)

Obsérvese que en esta expresion se evalda fen (x,y,) vy (x; + ph,y;, + bh). El
valorx; + whestalquex; < x; + uh < x;, , para mantener la abcisa del segundo
punto dentro del intervalo de interés (véase Fig. 7.6), conlo que 0 < u < 1.

Por otro lado, b puede manejarse més libremente y expresarse y; + bh, sin pér-
dida de generalidad, como una ordenada arriba 0 abajo de la ordenada que da el
método de Euler simple

Yis1tbh =y, + Af(x,y) = y; + 1k, (7.28)
con kg = h f(x;, yi)

Queda entonces por determinar ay, @, 4 y 4 tales que la ecuacién 7.27 tenga
una expansién en potencias de h cuyos primeros términos, tantos como sea posible,
coincidan con los primeros términos de la 7.235.

Para obtener los pardmetros desconocidos, se expande primero f(x;+uh, y,+ Akg)
en serie de Taylor (obviamente mediante el desarrollo de Taylor de funciones de
dos variables).**

*No6tese que en la ecuacién 7.26 ya no aparecen diferenciaciones, sélo evaluaciones de f{x, y).
**Spiegel, M.R. Manual de férmulas y tablas matemdticas, Schaum. McGraw Hill. Serie Schaum. (1970),
p 113.
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’ yi+l
G+ why,+ Ak I
@
Y+ hflx, 3)
)
xi i+l
Figura 7.6 Deduccién del método de Runge-Kutta.
L)
FOs+ oy +2hy) = Fxoy) + wh Loy Loy 10 0T
+ whik, axzy + 57 a;f+ O (k%) (7.29)

Todas las derivadas parciales son evaluadas en (x;, y,).

Se sustituye en la ecuacién 7.27

d d
Yier =Y, Y aohf(x,y;) + ah[f(x;,y,) + .“h f + “‘o f

2,2
3 Aky 9
+&2'— o2t uhik 9F Ak a—}£+0(h3)]

0 oxay 2!
Esta dltima ecuacion se arregla en potencias de h, y queda

Ve = ¥+ h(ap + @) f(x.3) + Wray (2L 4 ag(xy,) L

S PNCES SEWTERS aizy + 22,y %’:) FOUY
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Para que los coeficientes correspondientes de i y h? coincidan en las ecuaciones
7.25 y 7.30 se requiere

ay +a =1

1 1
.“a1 = ‘2‘, }'al = E (7'31)
Hay cuatro incOgnitas para solo tres ecuaciones y, por tanto, se tiene un grado
de libertad en la solucién de la ecuacion 7.31. Podria | pensarse €n usar este grado
de libertad para hacer coincidir los coeficientes de R, Sin embargo, es obvio que
esto es imposible para cualquier forma que tenga la funcion f(x, y). Existe entonces
un nimero infinito de soluciones de la ecuacion 7.31, pero quizd la mds simple sea

1

a0=a1=§-; ‘u=,1=

Esta eleccién conduce a la férmula

Vet = % 3 UG + L+ By + hI(55))]

o bien

h
Yisr = Vi + 5 (ko + k)
con (132)
o = f&x ) ; k, = flx;+h, y;+hkg)

conocida como algoritmo de Runge-Kutta de segundo orden (lo de segundo orden
por coincidir con los primeros tres términos de la serie de Taylor), y que es la
férmula del método de Euler modificado, con dos pasos compactados en uno.

Por ser de orden superior al de Euler, este método proporciona mayor exactitud
(véase Ejem. 7.3); por tanto, es posible usar un valor de A no tan pequeio como
en el primero. El precio es la evalucién de f(x, y) dos veces en cada subintervalo,
contra una en el método de Euler.

Las férmulas de Runge-Kutta de cualquier orden se pueden derivar en la misma
forma en que se liega a la ecuacién 7.32.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden (igual que para orden dos, existen
muchos métodos de cuarto orden) es una de las férmulas m4s usadas de esta familia
y estd dado como

Yim1 =y + % (ky + 2y + 23 + ky),
donde
ky = fx, y)
ky = fe; + h2,y; + hk,f2)
ky = fix; + hi2,y; + hky2)
ky = fx; + h,y; + hky)

(1.33)

En la ecuacién 7.33 hay coincidencia con los primeros cinco términos de la serie
de Taylor, lo cual significa gran exactitud sin célculo de derivadas; pero a cambio,
hay que evaluar la funcién f(x, y) cuatro veces en cada subintervalo.
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Ejemplo 7.4

Resuelva el PVI del ejemplo 7.1 por el método de Runge-Kutta de cuarto

orden (RK-4). Se recomienda usar un pizarrén electrénico, el GC o el software
del libro.

SOLUCION

Al tomar nuevamente cinco subintervalos y emplear la ecuacién 7.33 se
tiene

Primera iteracién

Cilculo de las constantes ki, ko, k3, kg

ky = fecoyo) = 0-2) =2

ky = flxo+hi2, yo+hky 2) =
[(0+0272) — (2+02(-2)2)] = -1.7

ks = flxo+h/2, yo+hky2) =
[(0+0272) ~ (2402(-1.7)/2)]=-1.73

ky = f(xo+h, yo+hks) =
[(0+0.2) - (2402(-1.73))] = -1.454

Cilculo de y,
h
¥(02) =y, =y + 2 (k + 2%, + 2%; + k)
=2+ (02/6)(-2 + 2(-17) + 2(-1.73)-1.454) = 1.6562
Segunda iteracién

Cilculo de las constantes ky, ko, k3, kg

ki = f@,y) = (02 - 1.6562) = —1.4562

ky = fo,+h12, y,+hk,/2)=
[(0.2+0.2/2)-(1.6562+0.2(-1.4562)/2)] = ~1.21058
ky = flx;+h/2, y+hk,2)=
[(02+0.2/2)~(1.6562+0.2(~1.21058)/2)]
ky = feey+h, y,+hky) =

[(02+0.2) - (1.6562+0.2(-1.235142))] = -1.0091716

~1.235142

Cilculo de y,
h
y(04) =y, =y, + 3 (ky + 2k, + 23 + k)
=1.6562 + (0.2/6)(-1.4562+2(-1.21058)+2(~1.235142)
~1.0091716) = 1.410972813
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Con la continuacién de este procedimiento se obtiene
¥(0.6) = y; = 1.246450474
y(0.8) =y, = 1.148003885
y(1.0) = y; = 1.103655714

que da un error absoluto de 0.00001 y un error porcentual de 0.0009

Para obtener la aproximacién YF a la solucién de un PVI, proporcionar la
funcion F(X,Y) y los

DATOS: La condicién inicial X0, YO0, el valor XF donde
se desea conocer el valor de YF y el nimero N
de subintervalos a emplear.
RESULTADOS:  Aproximacién a YF : YO
PASO 1. Hacer H=(XF -X0)/N
PASO 2. Hacerl =1
PASO 3. Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 10.

PASO 4. Hacer K1 = F(X0, Y0)

PASO 5. Hacer K2 = F(X0+H/2, YO + H * K12)
PASO 6. Hacer K3 = F(X0+H/2, YO + H * K2/2)
PASO 7. Hacer K4 = F(X0+H, YO + H * K3)
PASO 8. Hacer

Y0 = YO + H/6 * (K1 + 2*K2 +2*K3 + K4)
PASO 9. Hacer X0 = X0 + H
PASO10. HacerI =1 + 1
PASO 11. IMPRIMIR Y0y TERMINAR.

Los métodos descritos hasta aquf se conocen como métodos de un solo paso
porque se apoyan y usan €l punto (x, y;) para el célculo de y;,,; (por ejemplo los
métodos de Taylor). Los métodos de Runge-Kutta ademds se apoyan en puntos
entre x; y x;,; PEro nunca en puntos anteriores a x;. Sin embargo, si se usa infor-
macién previa a x; para el célculo de y,,,, €s posible obtener otras familias de mé-
todos con otras caracteristicas distintas a las ya vistas. A estos métodos se les llama
métodos de miltiples pasos o métodos de prediccién-correccion.

SECCION 7.6 METODOS DE PREDICCION-CORRECCION

En el esquema iterativo del método de Euler modificado (Seccién 7.4) se utiliza
la férmula

Ve = ¥i+ B UG * F (et )]
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El segundo término del miembro derecho de esta ecuacién recuerda la integra-
cion trapezoidal compuesta del capitulo 6.

Para ver mejor esta similitud, recuérdese que la soluci6n analitica de la ecuacion
diferencial del PVI (Ec. 7.11) es

y = F@)
F’@x) = ft,y),

¢ integrando ambos miembros con respecto a x

y que

JF (x)dc=F(x) =[f(x,y) dt

A partir de que F(x) es la integral indefinida de f(x, y), se integra f(x, y) entre
los limites de x : x; y x;,, para obtener

I (ry) e = F(x) |2

(7.34)
= F(x41) - F(%) = Yis1 -V
donde y; y y;+1 son aproximaciones a F(x;) y F(x;;1), respectivamente.
Por otro lado, es factible realizar la misma integracién pero con una aproxima-
cién trapezoidal entre los puntos (x;, ¥;) ¥ (X;4» Y;+1)> donde y;,, se obtuvo en el
paso de prediccion.

[y & = 5 UG+ Fadl (135)
donde h es ¢l ancho del trapezoide
h =x, -x
Al igualar las integrales 7.34 y 7.35, se tiene

Yis1r = Vi = % [F(x.5:) + [Gigrs Yirr)]

0 bien h
Y1 = Vi v 5 [F(x,) + f@i1s Yier)]

que da la ecuacién de correccién del método de Euler modificado; de esta manera
se establece la identificaci6n de este algoritmo y la integracion trapezoidal. Esto
sugiere a su vez la obtencién de esquemas iterativos de solucién de PVI por medio
de la regla de Simpson u otros métodos de integracion numérica que usan un mayor
nimero de puntos.
A continuacién se derivard un corrector basado en el método de Simpson 1/3.
La ecuacién 7.34 toma ahora la forma

f::l f(x,y) d = F(x4y) - F(x4) = ¥ir1 — ¥ia (7.36)
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y la correspondiente a 7.35 queda

S fy) e = 5 G vi) + 4G + (s Fin)]
(7.37)

Notese que se estd integrando de x; | a x;,, ya que se utilizan dos subintervalos
para cada integracion.

Al igualar 7.36 y 7.37 se llega a la férmula de correccion

Vert = Vit + 5 U Giyin) + 47 Co3) + FGiars )]

(7.38)
donde nuevamente hay que obtener ¥;4; con un predictor.
Al partir de (xy, ¥,), 1a ecuacion 7.38 tomarfa la forma
h _
=% %3 [f(x0,0) + 4f(xy,0) + f(x2, ¥2)] (7.39)

para su primera aplicacién. En 7.39 ¥, es estimada con un predictor, €l cual a su
vez requiere y; y f(xi, y1)- Asi pues, antes de realizar la primera prediccién deben
evaluarse ciertos valores iniciales [en este caso y; y f(xy, y1)]-

En esta evaluacion se usa alguno de los métodos ya vistos (los de Runge-Kutta,
por ejemplo). Este paso se utiliza s6lo una vez en el proceso iterativo y se conoce
como paso de inicializacién.

Es evidente que para la prediccién también puede utilizarse un método de los
ya estudiados 0, como se verd mis adelante, puede derivarse un predictor usando
las mismas ideas que condujeron a la ecuacién 7.39.

Ejemplo 7.5

Resuelva el problema de valor inicial del ejemplo 7.1 utilizando el corrector
dado por la ecuacién 7.38 y el método Euler modificado como inicializador y
como predictor.

SOLUCION
El intervalo se divide otra vez en cinco subintervalos y se ticne
Primera iteracién
Inicializaci6én (se toma el valor de y; del ejemplo 7.3):
y = 166
Prediccion: (se toma el valor de y, del ejemplo 7.3) :

o = 14172
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Correccion: Se utiliza 1a ecuacién 7.39 (puede usar un pizarrén electrénico)
y(04) =y, =2 + — [(0 2) + 4(02-166) + (04-14172)]
= 1.40952
Segunda iteracion
Prediccién

V3 =02 % S (xy) + f(x2 + byt hf(x,52))]

° N|=-

= 1.40952 + =2 [(0.4-1.40952) + [(0.4 +0.2) — (1.40952

+ 02(0.4 - 1.40952))]] = 1.2478064

Correccién (con la ecuacién 7.38)

y(06) = y3 =y + 2 Uf(y31) + 4/ (2p) + £ (x373) ]
02
= 166 + —= [(02-1.66) + 4(0.4-140952)

+ (0.6 — 1.2478064 ) | = 1.25027424
Tercera iteracion.

Prediccién

- h
Yo =y3 + 5 [f(x3,53) + f(x3+h,y3+hf(x3,y3))]
= 125027424 + Q [(0.6-1.25027424) + [(0.6 +0.2)

- (1.25027424 + 0.2 (0.6 - 1.25027424 ) ) ] | = 1.153224877
Correccion (con la ecuacion 7.38)
h -
y(08) =y, =y, + 3 [f(x2:52) + 4f(x3,53) + f (24:Y4) ]
= 1.40952 + 9—32 [(0.4-1.40952) + 4 (0.6 - 1.25027424)

+ (0.8-1.153224877) ] = 1.145263878
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Cuarta iteracién

Prediccién

_ h
s =ys * 3 [f(x4.y5) + f(x4+h,ys+hf(x4,54))]
= 1145263878 + - [ (0.8 1.145263878) + [ (08 +02)

- (1145263878 + 0.2 ( 0.8 - 1.145263878 ) ) | | = 1.10311638

Correccién (con la ecuacién 7.38)
h _
y(1) =ys =y3 + 3 [f(x3.53) + 4f(x4,94) + f (255) ]
= 1.25027424 + % [(0.6-1.25027424 ) + 4 ( 0.8 — 1.145263878 )

+ (1 - 110311638 )] = 1.107977831

que da un error absoluto de 0.00434 y 0.0393 en porcentaje.

En general, puede obtenerse un corrector de cualquier orden utilizando la f6r1-
mula

Xi+1
Yiv1™ yi—-k+ fxi—-k f(x,y)dx, k=012 .. (7_40)

donde la integracion se realiza sustituyendo f(x, y) con un polinomio de grado k+1
que pasa por (%, ¥is1) Cp Vis)s it Yik )-

En virtud de que se est4 utilizando x;,, y las abcisas previas a ésta y a sus espa-
ciamientos regulares, lo mds indicado para interpolar f(x, y) es el polinomio de
interpolacién en su forma de diferencias hacia atrds, dado por 1a ecuacién 5.38 del
capftulo 5. La ecuaci6én 7.40 queda entonces:

Xi+1
Yis1=Yike T fx.-_k p(x;+5h) dx, (7.41)

Para la obtencién de p(x;+sh), dada por la ecuacién 5.38, se empled el cambio
de variable

x =x; + sh,
que permite escribir la ecuacién 7.41 en términos de la nueva variable s, ya que
dc = hds

Xip1 = X; + sh de donde 5§ = 1 (7.42)
Xy = x; + sh dedondes = %
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Al sustituir se Hega a

1
Yis1 = Vix T R qup(x,-+sh) ds
o bien

1 _ _
Yier = Vi * B [ F(xip1Yie1) ¥ (5-1) V(540 Fie1 ) +

+ 1 02 ay, Gy + L2 93p

X410 Yie1)

+ ..+ (s—l)s(s+:!)...(s+r—2) Vf (Xis1, Yisr1) 1 ds

La disimilitud de los coeficientes de las diferencias hacia atrds con los de la
ecuacién 5.38 se debe a que se estd utilizando x;,; como punto base. Si se denota
por fi=fx;, y;) paraj = ik, i-k+1, .., i+1, la dltima ecuacién queda

1 5-1)s
Yort = yix ¥ h [l + (5= 1)V fo + ESE V25 4

~1)s(s+1
+ O );!(s 1)

v 3f.+1 4+ ...+ (S—I)S...(s+r_2)

rt v'fi+1]ds
(7.43)
y al integrar sc llega a .2 ( s 1 )
s 3 2 2
Yier = Vi ¥ Blsfip1 +5(5-1) Vg + ——7—— Vfin
2, 521 s3 st s?
*(372) s, 5ty . 1
+——=7— YV fint y V%41 + términos restantes ] l—k
7.44
Parak = 0,1,3y 35, la ecuaci6én 7.44 da (7:44)
k=0

1 1 2 1
Vit =Y+ h fiv1=3V =5V fi1 — 55 Vi +

términos faltantes | (7.44a)

1
Yir1 =Yia t B[ 241 - 2Vfi41 + 3 Vi + 0V

5 V /i1 + términos faltantes | (7.44)
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k=23
20 o2 8 o3
Yier =Yzt h{fipy = 8V iy + 5 Vi -3 Vi
14 _4 5 . (7.44c)
t 45 Vit1 + 0V f,1 + términos faltantes ]
k=35
2
Yier =Vis +h[ 6y — 18V ) + 27 VI - 24 VIR,
+ -1%03 Vi - %’% V3f,.; + términos faltantes | (7.44d)

Independientemente del valor que se elija para k, se debe seleccionar también
el orden del corrector, el cual estd dado en estas férmulas por el orden r mds uno
de la diferencia hacia atrds de mds alto orden que se utilice. Por ejemplo, para
correctores de cuarto orden cabe emplear, entre otras, las combinaciones

k=0r=3

1 1 2 1 3
Yier = Vi ¥ Blfie1 =5 Vi = 35 Vier = 33 Vil (7453

1 g2 3
Yirr =iy + (201 = 2V fiyg + 3 Vi + 0V ] (7:450)
Por ejemplo, para el orden sexto se usa

k=3r=35

20 _2 8 _3 14 _ 4
Yir1 = Vizs ¥ B[4fi1 =8V fin + TV L1 -3 Vi + 55 V i
(7.45¢)

Si se desarrollan las diferencias hacia atrds en estas formulas, se obtienen ver-
siones de 7.45a, 7.45b y 7.45¢ m4s utiles para programar; es decir

k=0r=3
h
Yier = yi ¥ 50 [9 fier + 19fi = 5fia + fi2] (7.463)
k=1r=3
h
Yier = Yia ¥ 3 [fin + 4L + fia] (7.46b)
k=3r=35
2h
Yier = Yis + 5o [Tfivn + 32fi + 12fiq + 32f2 + 7fi3]  (7.460)
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Esta familia de correctores se conoce como correctores de Adams-Moulton y uno
de los mds usados es la ecuacién 7.46a, la cual toma la forma

h
3=+t 57 [+ 19,-5f +fol
para su primera aplicacién o, regresando a la notacién original
h -
Y3 =y % 57 [9f(x353) + 9f (x22) =5f(xun) +f(x0y0) ] (747)

donde y,, f(x;, ¥) 5 ¥» f(x» y,) deben calcularse previamente por un inicializador y

y3 por un predictor. No podria emplearse este corrector para calcular, por ejemplo,
¥ ¥a que tomarfa la forma

y2=»* _2% [9f(xpy2) +19F (xp01)=5f(Xp¥0) + [ (X_1ya) ]

que requiere informacion en la abscisa x_; que estd fuera del intervalo de interés

Ejemplo 7.6

Resuelva el PVI del ejemplo 7.1 con el corrector de la ecuacién 7.46a.
SOLUCION
El intervalo de interés [0,1] se vuelve a dividir en cinco subintervalos y se

usa el método de Runge Kutta de cuarto orden tanto de inicializador como

de predictor. Es conveniente utilizar un inicializador y un predictor del mismo
orden que el corrector.

Primera iteracién

Inicializaci6én con RK-4 (se toman los valores del ejemplo 7.4)

y (0.2)
y (0.4)

1656200000 = y w

1410972813 =y,

i

-
o
b N

i

Prediccién con RK-4 (se toma el valor del ejemplo 7.4)

1

FNNATION
MEN

y(0.6) = 1.246450474 = ,

2 it

Correccién con la ecuacién 7.47

£,
A2

ys = 1410972813 + %43 [9 (0.6-1.246450474 ) +

19 (0.4 - 1410972813 ) - 5 (0.2 - 1.6562) + (0 — 2) ] = 1.246426665
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Segunda iteracién

Prediccion con RK-4
Cilculo de las constantes k), ks, k3 y k4

ki = fix3,y3) = (0.6-1.24642665) = -0.646426665
ky = flxs+hi2, y3+hk2) = [(0.6+0.2/2)—(1.246426665
+ 0.2(-0.646426665)/2)] = -0.481783999
ks = flrs+hf2, y3+hky2) = [(0.6+0.2/2)~(1.246426665
+ 0.2(-.481783999)/2)] = -0.498248265
k¢ = f(xs+h, y3+hk;) = [(0.6+0.2)~(1.246426665

+ 0.2(-0.498248265))] = -0.346777012

Cilculo de y,
Fa = ys B (kg + 2y + Uy + k)
= 1246426665 + 962 (~0.646426665 + 2 (—0.481783999 )
+ 2 (-0.498248265 ) - 0346777012 ) = 1.147984392
Correccién con la ecuacién 7.46a
Ve =3+ 25 (9 (%6 Fe) + 191 (x3,73) = 51 (xzy2) + £ (x1.91) ]
= 1246426665 + OF [9(08-1147984392) + 19 (0.6~ 1.246426665)
~ 5(04 - 1410972813 ) + (02 - 16562 )] = 1147965814

Tercera iteracién

Prediccién con RK-4 ys = 1103624544
Correccion con (7.46a) ys = 1.103609057

con un error absoluto de 0.0000292 y un error porcentual de 0.00265.

Métodos de prediccion

Anteriormente se habl6 de una familia de predictores obtenida a partir del mismo
principio de integracién que se emple6 para los métodos de Adams-Moulton. A
esta familia, que se deduce a continuacion, se le llama métodos de Adams-Bashforth.
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En general, para obtener un predictor de cualquier orden se utiliza la férmula
7.40

Y f(x,y) dr,

pero ahora la integracion se realiza susmuyendo ftx, y) con un polinomio de grado
k que pasa por (x;, y;),---»(X; % » ¥;x); (véase Fig. 7.7). Obviamente, se utiliza el poli-
nomio de interpolacién en su forma de diferencias hacia atr4s, pues x,, ... , x; , estdn
regularmente espaciadas. Entonces, al aplicar la ecuacién 5.38 se obtiene

Yiv1 = Vixk + f

Xi+1
Yi+r = Vi + fxi_kl’ (x; + sh) ds,

donde los limites de integracién y dr en términos de la nueva variable s quedan
como en la ecuacién 7.42. Por tanto

1
Yiel1 = Vik +hf_k p(x; + sh)ds,
. v (7.48)
Vier = Vi + B [ i + 5V + 5(s+1) =

+ s(s+1l) (s+2) —/—— f' + ..+ s(s+1)(s+2) ... (s+k- f’

Figura 7.7. Métodos de Adams-Bashforth.
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Nétese que ahora el integrando es exactamente la ecuacién 5.38, ya que en esta
ocasion se estd utilizando x; como punto base. Al integrar la ecuacién 7.48 se obtiene

2 sz.
s 2,8 1
Yier = Vi ¥ Rl + 5 VM3 ) 5T+ (749
s2(32+ s+1)V3f"+s2(S3 3‘92+ 11s+3 4f + términos faltantes :
3 TGt T ) 5 L
La ecuacién 7.49 para k = 0, 1, 2 y 3 toma las formas
k=20
1 5 3
Yier = Vit Bl + 5V i+ 5 VY + 5V, (7.50a)
251
+ 25 v f, + términos faltantes ]
k=1
1 o2 1 o3
Vi1 = Vig ¥ R[2f; + OV + 3V + SV +
29 (7.50b)
= V f, + términos faltantes ]
k=2
3 3 3
Vier =Yg ¥ R3SV + TV + SV +
7.50c
% V"f,- + términos faltantes | ( )
k=3

Yie1 =Yz thl4f- 4Vf,+ A% f,+0V f,+ V j;+ términos faltantes ]
(7.50d)

La 7.50a significa la integracién aproximada de una funcién que pasa por los
puntos (X, ¥iy )» ( Xip+1s Yir+1 )» --- » ( Xi, yi ), dOnde el subindice r representa el
grado del polinomio que se toma y r+1 da el orden del predictor. El intervalo de
integracion es [x;, x;41] (véase Fig. 7.7).

La ecuacién 7.50b usa los mismos puntos, pero con intervalo de integracién
[ X1, Xi41 )-

Las féormulas mds usadas de esta familia son

Vet =R AL+ SV + S VY + 3V (7.51)
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k=1L,r=1
Yier = Yia t h[2f; + OVf] (7.52)

k=3r=3
)’i+1=)’i.3+h[4f,-—4Vf,~+§-sz,-+OV3f,-] (7.53)

k=5r=>5

33
Yiel = s + H[6f; = 12Vf + 15V, - 9V3f 4+ 22V 45 + 0Vif)
(7.54)

Cuya apariencia al desarrollar los operadores en diferencias hacia atrds resulta

k=0 r=23
h
Yier = Vi + 5555, = 39y + 37fip - 9fi5] (7.55)
k=1Lr=1
Yie1 = Yia t 2 (7.56)
k=3r=3
12 (1.57)
Yier = Vi3 ¥ 3 12~ fir + 212] :
k=5r=35

3h
Yier = Vis ¥ 7o [Mfi = 14fiq + 26f 5 - 14fi 5 + 11f4]  (7.58)

Es importante hacer notar que estas férmulas son métodos para resolver el PVI
(Ec. 7.11).

La ecuacién 7.55 toma la forma

Ya =y3 + % [35/(x3,93) =59f (x2,¥2) + 371 (x1,51)=9f (%9,¥p) ]
(7.59)

para su primera aplicacién, y no seria posible determinar con ella un valor de y
menor de y, (y; por ejemplo). Por otro 1ado, y, it 1)i Yo [ty ¥2) ¥ y3» fiEs, ¥2)
deberdn determinarse con un inicializador.

Con estos métodos y la familia de los Adams-Moulton pueden integrarse exque-

mas iterativos conocidos como métodos de prediccién-correccion, que en general
funcionan como sigue.
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1. Inicializacién* (se sugiere uno de la familia de Runge Kutta).
2. Predictor (para corresponder con el inicializador se sugiere usar un predictor
del mismo orden).

3. Correccibn (se emplea un corrector del mismo orden que el predictor y el
inicializador).

Ejemplo 7.7

Resuelva el PVI del ejemplo 7.1 usando como inicializador un RK-4, como
predictor 1a ecuacién 7.55 y como corrector la 7.46a.

SOLUCION

El intervalo de interés [0, 1] se divide nuevamente en cinco subintervalos
y se tiene

Primera iteracién
Inicializacion (t6mense nuevamente los valores del ejemplo 7.4)
y; = 1656200000

1.410972813

Y2

y3 = 1.246450474

Prediccién

02

Vo = 1246450474 + =3

[ 55 (0.6-1.246450474 ) — 59( 0.4

~1.410972813) + 37 (02 — 1.6562) - 9(0 — 2) | = 1.148227306

Correccién (con la ecuacidn 7.46a)

h —
Ya =y3 ¥ 54 [9F(xs5 ya) + 191 (33,y3) =3 (x2,52) +f 131 ]
= 1.246450474 + %‘—f— [9(0.8-1.148227306 ) + 19 (0.6 —1.246450474 )

- 5(04-1.410972813 ) + ( 0.2-1.6562 )] = 1.147967635

*Recuérdese que este paso solo se da en la primera iteracién.
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Segunda iteracién

Prediccién

Ts = Vo + 25 [55F (xao%) = 59F (x3,33) +371 (13,92) -9 G1o31) ]
= 1.147967635 + % [ 55 (0.8 1.147967635 ) - 59 ( 0.6 — 1.246450474 )

+ 37 (0.4 -1.410972813 ) - 9 (0.2 - 1.6562 ) ] = 1.103819001

Correccién (con la ecuacién 7.46a)

h -
Ys = Yo + 57 [9F(x5, ¥5) + 195 (x4,94) 51 (23,73) +f(2,52) ]
= 1.147967635 + % [9(1-1.103819001 ) + 19 (0.8 - 1.147967635 )

- 5(0.6 — 1246450474 ) + (0.4 — 1.410972813 ) ] = 1.103596997

con un error absoluto de 0.00004 y un error porcentual de 0.0037.

Noétese que aunque el corrector puede emplearse para mejorar y; en su
primera aplicacion (véase Ej. 7.6), el predictor estima a y, en su primera apli-
cacién y a partir de ahf se comienza a corregir. Esta es s6lo una de las muchas
formas en que se utilizan estos métodos de prediccion-correcion.

(Inicializacién con Runge-Kutta de cuarto orden, prediccién con
la ecuacién 7.55 y correccién con la 7.46a).

Para obtener la aproximacién YF a la solucién de un PVI, proporcionar la
funcién F(X,Y) y los

DATOS: La condicion inicial X0, YO, el valor XF donde
se desea conocer el valor de YF y el nimero N
de subintervalos por emplear.
RESULTADOS:  Aproximacién a YF: Y(4).
PASO 1. Hacer H = (XF - X0)/N
PASO 2. Hacer X(0) = X0
PASO 3. Hacer Y(0) = YO
PASO 4. HacerJ =1
PASO 5. Mientras J < 3, repetir los pasos 6 a 9.
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PASO 6. Realizar los pasos 4 a 9 del algoritmo 7.3.
PASO 7.  Hacer X(J) = X0
PASO 8 Hacer Y (J) = YO
PASO9. HacerJ=J +1
PASO 10. HacerI = 4
PASO 11. Mientras I < N, repetir los pasos 12 a 20.
PASO 12. Hacer Y(4)=Y(3)+H/24*(F(X(3),Y(3))-
S9*F(X(2),Y(2))+37*F(X(1),Y(1))-9*F(X0), Y(0)))
PASO 13. Hacer X(4) = X(3) + H
PASO 14 Hacer Y(4)=Y(3)+H/24*(9*F(X(4), Y(4)) +
19*F(X(3),Y(3))-5*F(X(2), Y(2))+F(X(1),Y(1)))
PASO 15. HacerJ =0
PASO 16. Mientras J < 3, repetir los pasos 17 a 19.
PASO 17. Hacer X(J) = X(J+1)
PASO 18 Hacer Y (J) = Y (J+1)
PASO 19. HacerJ =J + 1
PASO 20. Hacerl=1+1
PASO 21. IMPRIMIR Y(4) y TERMINAR.

SECCION 7.7 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
DE ORDEN SUPERIOR Y SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Cuando en el problema de valor inicial aparecen una ecuacion diferencial de
orden n, n condiciones especificadas en un punto xq y un punto x; donde hay que
encontrar el valor de y(xy), se tiene el problema de valor inicial general (PVIG)

4" -
_dxl" = f(x, 9,7,y y D)

PVIG | : : - -
G 1y (x6) = ¥ory" (%0) =35> >y @V (x0) = $§D

sy(x,.) = ? (7.60)

Para resolver la ecuacion anterior no se desarrollan nuevos métodos, sino que
se emplea una extensién de los estudiados en este capftulo, Para ello necesitaremos
primero pasar la ecuacién diferencial ordinaria 0 EDO de la ecuacién 7.60 a un
sistema de n ecuaciones diferenciales simultdneas de primer orden cada una. Esto
se logra de la siguiente manera

Sea dada

d » >
TIxy"= Fx,y,57,57 .y ®D)
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Se efectua el siguiente cambio de variables

h=>y
V2=V
y3 =y
y4 - y” $]
Y = y(n_l)

Se deriva miembro a miembro la primera y se sustituye en la segunda, con lo
que se obtiene

Yi=»
Al derivar la segunda y sustituir en la tercera resulta
Y2 =5
El procedimiento se repite hasta llegar al sistema de n ecuaciones de primer
orden siguiente

Vi =¥
V2 =173
Yi =Y,
Yol = Y

, d -
In = z’xz" =[(xy:5,5 . 'y(»_l)) = [(X,915Y2:Y35+5Ys)

Ejemplo 7.8

Pase la ecuacidn diferencial ordinaria
2
d—)-’z + Doy
dx dx
a un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias simultdneas de primer
orden.
SOLUCION

Con el despeje de la derivada de segundo orden se tiene

2
%z=—y’+x2+y2
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El cambio de variables es
n=yiyp=Yy
Al derivar la primera y sustituir en la segunda queda
Yi =Y
Se deriva la segunda
y,z = yﬁ

y las nuevas variables se sustituyen en la ecuacién diferencial, con lo cual
resulta

Yi =
Yo = —y2+x2+y12

Ejemplo 7.9

Una de las ecuaciones diferenciales ordinarias mis empleadas en la mate-
mdtica fisica es la ecuacion de Bessel

xzy” +xy + (x2—n2)y =0
donde n puede tener cualquier valor, pero generalmente toma un valor entero.

Escriba esta ecuacién como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden.

SOLUCION
La ecuacion se pone en la forma normal
A S n?
y ==Ly (S 1)y

Algunas veces es mds conveniente para los cdlculos computacionales em-
plear

como nuevas variables. Se deriva la segunda y se tiene

" 3

y =z
El sistema queda
y =z
| n’
z —~—xz+(;—2 1)y

sistema que solo podr4 resolverse para valores de x distintos de cero.
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En general, una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden queda con-
vertida en un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias simultdneas de
la forma general

Y1 = J1 & Y1 Yoo Yn)
Y2 =[5 & Y1 Yoees V)

Yu = Jo @Y1 Y200 Yo

que puede resolverse aplicando, por ejemplo, alguno de los métodos de
Runge-Kutta a cada ecuacién, ¢ iterando cada ecuacion en turno, tal como en
los sistemas de ecuaciones no lineales del capftulo 4, o fos métodos de pre-
dicci6én-correccion.

Si se aplica, por ejemplo, el método de Runge-Kutta de cuarto orden a dos
ecuaciones simultdneas de la forma

Y = fi @yz2)
2 = f, xy2)

donde s6lo se emplea z como nueva variable con el fin de no usar subfndices
dobles en las ecuaciones

h
Yrm1=Yit g (ky + 2k, + 23 + k)

1=z + % (€ + 2, + 2c5 + ¢4) (7.61a)
las cuales se calculan alternadamente, y las k y ¢ se obtienen de

ky = fi & ¥ 7))

a = fo@y,z)

ky = fi % + K12, y; + hki/2, z; +heyf2)

¢ = o + h2,y; + hki/2, z; +hcyf2) (7.61b)

ks = fi &5 + h12,y; + hkoJ2, 2; +hc, [2)
c3 = fo (i + hi2,y; + hkyf2, 2; +hey2)
ks = fil; + h,y; + hks, z; +hc3)
€4 = 2 (% + h,y; + hks3, 2; +hey)

calculadas en ese orden.
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Ejemplo 7.10

Resuelva el siguiente problema de valor inicial por el método de Runge-
Kutta de cuarto orden. (Puede usar el software del libro, el GC o un pizarrén
electrénico).
v= oyt (G - 1)y
1
2

~<

PVI

y (1)
y' (1)
y(3)'="

Noétese que la EDO es la ecuacién de Bessel con n = 1 (véase Ejem. 7.9).
Al escribir la EDO como un sistema, el PVI queda

y' =z
Z’=-‘1’l+(lr1)}’
PVI | X X
y(1) =1
z2(1) =2
. = 9
SOLUCION (¥ (3) =1

Al dividir el intervalo de interés [1, 3] en ocho subintervalos, el tamaiio del
paso de integracién / es igual a 0.25

Primera iteracién (usando la ecuacién 7.61a)
Cilculo de las constantes k y ¢ con 7.61b

ky = fi ko Yp 20 = 2 = z(1) = 2

..1 1
¢ = [ (%0:¥0:%) = 'Z)’zo""(? -1)y,
0

=L@y r(E-n)=-2
ky = fi (o + hi2, yo + hki/2, 2y +hey [2)
= zp+ hey2 = 2+ 025(=2)2 = 175

¢y = f (o + hi2,yy + hk\/2, 7y +hey/2)

1 1
=~ hz Gt YL e

1 1
> (2+0.25(—2)/2)+[(1+O.2S/2)

- 1] (yo +hk/2)

= - s A11(1+025(2)72)

= - 1.817901235




ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 503

ky = fy (o + 12, yy + hky2, 2y +heyf2) = 2y + hey2
= 2 + 0.25(-1.817901235)2 = 1.772762346

¢3 = fr(xg + k12, y, + hkyl2, 2y +he, [2)
-t @ +hC/2)+[“zl = 1] (yp + hky/2)
Xo+h/2 V0 2 (o + h/2) 0 2
=-1%02572 +0125/2 (2+0.25(-1.817901235)/2) +

[%2( 1+ 0125 72) -1](1 +025(1.75)2) = - 1.831575789

ky = fi (g + h, Yo + hks, 2y +hey) = Zy + hey

2 + 0.25 (-1.831575789) = 1.542106053

€y = folxg + B,y + hks, 2y +hey)

1 1
- —xO_—'—_’: (Zo+hc3)+[ (x0+h) - 1](y0+hk3)

_ 1

=-17035 (2 +0.25(-1.831575789) )

1
3 - . 7727623 = - 1.753233454
+[(1+0.25) 1]1(1 +0.25 (1.772762346)) 1.7532334

Célculo de y; =y (1.25) y z;=z (1.25) con la ecuacién 7.61a

h
=yt g(k1+2k2+71‘3+k4)

=1 +9'—625— (2 + 2(1.75) + 2(1.772762346) + 1.542106053]

1.441151281

Z; = z5+ %(c1+202+2c3+c4)

=2+ %{—2 + 2(-1.817901235) + 2(-1.831575789)

-1.753233454] = 1.539492187

Segunda iteracién

Célculo de las &k y ¢ con la ecuacién 7.61b

ki = fi @pypz) = z; = 1539492187
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+ [

= T 125+ 0252

1 1
1 =L &pyp ) =—;;z, + (x_2 -y,
1

= - o5 (1539492187) + (7oer 1) (1441151281)

(125)

= -1.750408211
ky = f, @ty + hi2,y, + hk,f2, 2y +he,2) = z; + he)2
= 1539492187 + 0.25(-1.750408211)/2 = 1.320691161

¢y = f (e + B2,y + BRyf2, 2, +he,/2)
1

— 75 (2t he/2) + [y 1] (g + hy/2)

1
S x th/ (x, + h/2)?

1 (1.539492187 + 0.25 (-1.750408211 )/2 )

1
(125 +025/2)?

;- 11(1.441151281 + 025 ( 1.539492187 )/2)

= — 1.730044025
ky = f) (x; + A2, y; + hky2, 2y +hcyf2) = zy + heyl2
= 1.539492187 + 0.25(-1.730044025)/2 = 1.323236684

¢y = fo(xp + b2,y + hkyf2, 2y +hey2)

1

Girhn)? 11 (3 + hky/2)
1

1
Y7 @ they2) +|

1
- T osys (1:539492187 + 0.25 (~1.730044025) /2)

1 ,-1]( 1.441151281 + 0.25 ( 1.320691161)/2)

MV Yz

= - 1.71901137

= 1.539492187 + 0.25 ( -1.71901137 ) 1.109739345

C‘ = f2 (xl+h,y1 + hk3,zl +hC3)

(23 +hey) + [ —— 1] (3, + hky)

+h (x,+h)

1}
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- Tzs_iﬁ ( 1.539492187 + 0.25 (~1.71901137))
1

N 441151281 + 0.25 (1323236684
+[(1.25+0.25)2’1](1 ( )

= - 1.724248703

Cilculo de y, = y(1.5) yz; = z (1.5) con la ecuacién 7.61a

h
)’2=)’1+g(k1+2k2+2k3+k4)

1.441151281 + 0—'62—5-[1.539492187 + 2(1.320691161) +

2(1.323236684) + 1.109739345] = 1.771863249
Z, =z, +—’6‘-(c1+2€2 + 2, + ¢,)

1539492187 + %5— [-1.750408211 + 2(-1.730044025)

+ 2(-1.71901137) - 1.724248703] = 1.107293533

Se continda calculando en la misma forma y se obtiene

¥(1.75) = 1.994766280 2(1.75) = 0.675599895
y(2.00) = 2.109754328 2(2.00) = 0.245291635
$(2.25) = 2.118486566 2(225) = -0.172076357
y(2.50) = 2.026089844 2(2.50) = -0.561053191
¥(2.75) = 1.841680320 2(2.75) = -0.905578495
y(3.00) = 1.578253875 2(3.00) = -1.190934201

El valor buscado es y(3) = 1.578253875

Si en el PVI estd dado un sistema de EDO con sus correspondientes condiciones
iniciales, el procedimiento es el mismo (constltense los ejercicios).
A continuacién se presenta un algoritmo para el método de Runge-Kutta de

cuarto orden con objeto de resolver un sistema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias.
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Para aproximar la solucién al PVI

y =hH&y)
2 =f,xy2)
Yxg) = yoy(x) =?

z(xg) = zp2(x) = 7,
proporcionar las funciones F1(X,Y,Z) y F2(X,Y,Z) y los

DATOS: La condicién inicial X0, YO0, Z0, el valor XF
y el nimero de N de subintervalos por emplear.
RESULTADOS: La aproximacion a los valores Y(XF) y
Z(XF)): Y0y Z0.
PASO 1. Hacer H = (XF - X0)/N
PASO 2. HacerI =1
PASO 3. Mientras I < N, repetir los pasos 4 a 135.

PASO 4. Hacer K1=F1 (X0, Y0, Z0)
PASO 5. Hacer C1=F2(X0, YO, Z0)
PASO 6. Hacer K2=F1(X0+H/2,Y0+H/2*K1,20+H/2*C1)
PASO 7. Hacer C2=F2(X0+H/2,Y0O+H/2*K1,Z0+H/2*C1)
PASO 8. Hacer K3=F1(X0+H/2,Y0+H/2*K2,Z0+H/2*C2)
PASO 9. Hacer C3=F2(X0+H/2,YO+H/2*K2,Z0+H/2*C2)

PASO 10. Hacer K4=F1(X0+H,Y0+H*K3,Z0+H*C3)
PASO 11. Hacer C4=F2(X0+H,Y0+H*K3,20+H*C3)
PASO 12. Hacer YO=Y0+H/6*(K1+2*K2+2*K3+K4)
PASO 13. Hacer Z0=Z0+H/6*(C1+2*C2+2*C3+C4)
PASO 14. Hacer X0=X0 + H
PASO 15. HacerI=1+1

PASO 16. IMPRIMIR Y0, Z0 y TERMINAR.

Ejercicios

7.1 Un tanque cilindrico de fondo plano con un didmetro de 1.5 m (Fig. 7.8),
contiene un liquido de densidad p = 1.5 kg/l a una altura a de 3 m. Se desea
saber la altura del liquido dentro del tanque tres minutos después de que se
abre completamente la vélvula de salida, la cual da un gasio de 0.6A w/Zga
ms, donde A es el 4rea seccional del tubo de salida y es 78.5 x107* m* y

g=9.81 m/s”.
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G = 0.64V2ga

st

%—I.Snz—‘?#

Figura 7.8 Vaciado de un tanque cilfndrico.

SOLUCION

Como se vio en el ejemplo de la seccion 7.1, el vaciado o llenado de un tanque
cilindrico se modela haciendo un balance de materia con la siguente expresion

Acumulacién = Entrada - Salida

dVp

—d;_ = 0 — 0.6A VZga
donde

=2 2
V=7(15)%a

entonces

12 2 da _
'Z (15) -d? = —0.6A V2ga

de donde

da _  24A V2ga _
27-———][—(—5—)2— = — 0.0026653 VZEQ

Al considerar como tiempo cero el momento de abrir la védlvula y ademds la
altura buscada a un tiempo de 180 s, se llega a

da _ _ 00026653 VIga@

dt
PVI a(0) =3m
a(180) = ?

En virtud de que la exactitud de los resultados que se esperan no es grande, se

usa €l método de Euler para resolver este PVL
Los resultados que se obtienen con 2 = 30 s son

tiempo (s) | 0 0 | e % | 120 | 150 | 180

a (m) 3.00 239 1.84 1.36 0.95 060 | 033
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7.2 Calcule el tiempo necesario para que el nivel del liquido dentro del tanque
esférico con radio r = 5 m mostrado en la figura 7.9 pase de 4 m a3 m. La
velocidad de salida por el orificio del fondo es v = 4.895 va m/s, el didme-
tro de dicho orificio es de 10 cm.

v = 4895 va

Figura 7.9 Vaciado de un tanque esférico.

SOLUCION

Balance de materia en el tanque

Acumulacién = entrada - salida
av
ey = 0 - A
Pt i

donde V es el volumen del liquido en el tanque, que en funcin de la altura estd

dado por 3
V=ux(5 az—g-) m?>
A es el 4rea del orificio de salida

A= % (01)2 m?

v = 4895 va m/s
Estas cantidades se sustituyen en la primera ecuacién y se tiene

3
d(s az—%)

=_Z 2
z — = - 7 (01)% 4895 Va
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se deriva

da 3a*da _ (01)?
10 a 7——3— E——— 2 4.895\/3
y al despejar se tiene
da _ -43895 (0.1)*Va
ad ~  4(10a-a?)

que con la condicion inicial y la pregunta forman el siguiente

I ET. YA
PVI dt (10a -a°)

a(0) =4m

a(?)=3m

Con el método de Euler modificado y un paso de integracion 4 de 10 segundos,
se tiene

® | m
R
10 | 3mm
2 | me
“ 35948
50 34941
I T

Este dltimo valor de altura puede considerarse como 3 m, por lo que el tiempo
necesario para que el nivel del liquido dentro del tanque esférico pase de 4 a 3 m
es aproximadamente 100 segundos.
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7.3 En un tanque perfectamente agitado se tienen 400 1 de una salmuera en la
cual estdn disueltos 25 kg de sal comiin (NaCl). En cierto momento se hace
llegar al tanque un gasto de 80 l/min de una salmuera que contiene 0.5 kg de
sal comun por litro. Si se tiene un gasto de salida de 80 l/min, determine

a) ¢Qué cantidad de sal hay en el tanque trancurridos 10 minutos?
b) ¢Qué cantidad de sal hay en el tanque trancurrido un tiempo muy grande?

SOLUCION

a) Si se llaman x los kg de sal en el tanque después de r minutos, la acu-
mulacion de sal en el tanque estd dada por dx/dr y por la expresién

dx
4 = masa de sal que entra — masa de sal que sale

los valores conocidos se sustituyen y se liega a la ecuacion

dx X
i 80 (0.5) - 80 (m)
0
dx
p 40 - 0.2x

que con la condicién inicial de que hay 25 kg de sal al tiempo cero, da ¢l siguiente

dx

= 40-02x
PV 1x(0) = 25
x(10) = ?

Como via de ilustracion se utilizard un método de Runge-Kutta de tercer orden
cuyo algoriimo estd dado por

h
Yimi =y + g(kl + 4k, + k)
ki = f(x,y)
k2 = f(x,-+h/2,y,- + hkl/Z)
ky = f(x; + h,y; + 2hky — hky)

En el disco se encuentra el programa 7.1 para resolver este problema de valor
inicial con el algoritmo anotado arriba. El resultado obtenido ¢s

x(10) = 176.3 con un paso de integracién 4 de 1 min.
b) La solucion se obtiene dejando correr €l programa hasta que la cantidad

de sal en el tanque no cambie con el tiempo; esto es, hasta que se alcance
régimen permanente.
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Al dejar correr el programa se obtuvieron los siguientes resultados

CONDICION INICIAL: Y(.00) = 25.0000
PASO DE INTEGRACION H = 1.000
VALOR FINAL DE X = 50.000

SE IMPRIME CADA 2 ITERACIONES

X Y
2.0000 82.7124
4.,0000 121.3920
6.0000 147.3158
8.0000 164.6902

10.0000 176.3348
12.0000 184.1393
14.0000 189.3699
16.0000 192.8755
18.0000 195.2251
20.0000 196.7998
22.0000 197.8552
24.0000 198.5625
26.0000 199.0366
28.0000 199.3543
30.0000 199.5673
32.0000 199.7100
34.0000 199.8056
36.0000 199.8698
38.0000 199.9127
40.0000 199.9415
42.0000 199.9608
44.0000 199.9738
46.0000 199.9824
48.0000 199.9883
50.0000 199.9921

7.4 Se hacen reaccionar isotérmicamente 260 g de acetato de etilo
(CH; COOC,; Hs) con 175 g de hidréxido de sodio (NaOH) en solucién acuosa
(ajustando el volumen total a S litros) para dar acetato de sodio (CH;COONa)
y alcohol etilico (C,HsOH), de acuerdo con la siguiente ecuacién estequio-
métrica

CH,COOCH; + NaOH—X — . CH,COONa + C,H,0H

Si la constante de velocidad de reaccion k estd dada por

1

k=144x102% ———
mol min

determine la cantidad de acetato de sodio y alcohol etflico presentes 30 mi-
nutos después de iniciada la reaccién.
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SOLUCION

Si x denota el namero de moles por litro de acetato de etilo que han reaccionado
al tiempo ¢, entonces 1a velocidad de reaccion dx/dr viene dada por la ley de accidn
de masas asi

dx 1 Al
i kC, Gy
donde C, y Cg denotan las concentraciones molares de los reactantes acetato de
etilo e hidréxido de sodio, respectivamente, al tiempo ¢ y los exponentes son sus

coeficientes estequiométricos en la reaccién. Entonces

260 g mol
Cp = -x —
PMCH3COOC ,H 51 1
_ 175g mol

PMuoq 51 © 1

Al substituir valores y afiadir la condicién inicial y la pregunta a la ecuacién
diferencial resultante, se tiene

& _ 144 x 102 (0.59 - x) (0875 - x)
pvi | %

x(0) = 00

x(30) = ?

Al correr el programa 7.2 se obtiene
x(30) = 0.169 con un paso de integracién A de 1 min.

7.5 Se conecta un inductor (inductancia) de 0.4 henries en serie con una resisten-
cia de 8 ohms, un capacitor de 0.015 farads y un generador de corriente alterna
dada por la funcién 30 sen St volts para ¢ = 0 (véase Fig. 7.10).

a) Establezca una ecuaci6n diferencial para la carga instantdnea en el capa-
citor.
b) Encuentre la carga a distintos tiempos.

SOLUCION

a) La cafda de voltaje en la resistencia es 8 I, en la inductancia es 0.4 dl/dr
y en la capacitancia Q/0.015 = 66.6666 Q

Segin las leyes de Kirchhoff

81 + 0.4% + 666666 Q = 30 sen 5S¢
(o]
2
04 49 + 8992 4 666666 Q = 30 sen 5¢
dt dt
ya que

dQ
dt



ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 513

y finalmente

2
d7t02—+20d—d?+166.6666Q=7SSen5t

con las condiciones

- = 9Q _ -
Q=0,1="==0a1=0
/JOTD—
0.4 henries
+
1
~ 0.015 farads 30 sen St volts
1
| 8 ohms s
Figura 7.10.
. . . dQ
Al pasar a un sistema con €l cambio de variable a 2
4 _
dt
PVI % = 75 sen 5t - 20z - 166.6666 Q
Q(0) =0
| 2 (0)=0
b) Al resolver por el método de Runge-Kutta de cuarto orden y usando A
= 0.1 se tiene
, 1 e« | 4Q
f Q d ST dt
0.1 003093 | 096008 | 11 | 043060 | -043375
0.2 016949 | 167198 | 12 | -034174 | 140254
03 | 033066 | 133585 | 13 | -0.16%1 2.02794
04 042549 | 038455 | 14 | 00475 | 215684
05 | 041473 | 071114 | 15 | 024775 | 175767
06 02999 | -162002 | 1.6 | 03910 | 092817
07 | 011080 | -211960 | 17 | 043693 | -0.12859
08 -0.10561 | -2.09630 | 18 | 037679 | -1.1538
0.9 029609 | -1.55950 | 19 0.22440 | -1.89662
1.0 -0.41404 | -0.64128 20 | 001706 | -2.17503
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7.6 Un proyectil de masa m = 0.11 kg se lanza verticalmente hacia arriba con
una velocidad inicial vy = 80 m/s y se va frenando debldo a la fuerza de
gravedad F, = -mgy a la resistencia del aire F, = —kv?, donde g = 9.8 mfs
yk = 0. 002 kg/m. La ecuacion diferencial para la velomdad v estd dada por

my =——mg—kv2

Encuentre la velocidad del proyectil a diferentes tiempos en su ascenso y el
tiempo que tarda en llegar a su altura méxima.

SOLUCION

Al emplear el método de Runge-Kutta de cuarto orden con 2 = 0.01 se tiene

_ 0 ‘ 7
gt v o
‘,"9',6’ 3% )
09 | 2976
12 | B0
s | s
1.8 1355
21 ok 986
24 | 654
27 | 346
 73007 1 o4
301 | 039
3.02 030
33 | 02
, ,'3-04 J 0.10
e | om

Dado que al llegar a r= 3.06 s, la velocidad es negativa, se toma 3.05 como el
lapso que tarda en llegar a su altura méxima.
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7.7 Se tienen tres tanques de 1000 litros de capacidad cada uno, perfectamente
agitados (véase Fig. 7.11). Los tres recipientes estdn completamente llenos con
una solucién cuya concentracion es 30 g/l. A partir de cierto momento se
alimenta al primer tanque una solucién que contiene 50 g/1 con un gasto de
300 //min (hay un arreglo entre los tres recipientes tal que al haber un gasto
al primero, la misma cantidad fluye de éste al segundo, del segundo al tercero
y de éste afuera del sistema, con lo cual se mantiene constante el volumen en
todos ellos).

Calcule la concentracion en cada tanque después de 10 minutos de haber em-
pezado a agregar solucién al primero.

300 I/min 300 I/min 300 l/min

50g/1
- %

RN o« T

e e, K Lo K . g ~.*_'.';:-, L 300 1/m1n
C(0) = 30 g/ C0) = 30g/ C,(0) = 30 g/l
v, = 10001 V,= 10001 v, = 10001

Figura 7.11 Arreglo de tres tanques interconectados.

SOLUCION

Balance de soluto en el primer tanque

Acumulacién = entrada — salida
GV 300(50) - 300C
dt 1
como V; = 1000 1 y permanece constante
dc,
- = 15-03¢ y C(0)=30 M

Balance de soluto en el segundo tanque

dc
V, == =300 C; - 300 G

Como
V, = 1000 1
dc,
7:0.3(C1—C2) y G, (0) =30 2
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Balance de soluto en el tercer tanque

dc;
V3‘217=300C2“300C3
Como
V, = 10001
dC,
= =03(G-G) ¥y G(0)=30 3)

Las ecuaciones 1 a 3, con sus respectivas condiciones iniciales, constituyen un
sistema cuya solucién representa los valores buscados, esto es,

(dc,

— = 15-03¢

dc,

— =03(C-C)

d

7% =03 (G- G)
PVI { ¢, (0) = 30

C,(0) = 30

C;(0) = 30

C,(10) = ?

C,(10) = ?

| G3(10) = ?

Se utiliza un paso de integracion de 1 min y el algoritmo de RK-4 para sistemas
y se tiene

-~ tiempo (min) C Cz G
0 30.00 30.00 30.00
1 35.18 3074 | 3007
2 39.02 3244 | 3046
3 4187 | 3455 | 3125
4 43.98 3675 32.41
5 45.54 38.85 3382
6 46.69 4074 | 3589
7 47.55 42.41 37.01
8 48.19 43,83 38.61
9 48.66 45.03 40.13
10 4900 46.02 41.54
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7.8 El mezclado imperfecto en un reactor continuo de tanque agitado se puede
modelar como dos o mds reactores con recirculacién entre ellos, como se
muestra en la figura 7.12. En este sistema se lleva a cabo una reaccion isoiér-
mica irreversible del tipo A B de orden 1.8 con respecto al reac-
tante A. Con los datos que se dan abajo, calcule la concentracion del reactante
A en los reactores (1) y (2) (Ca; y Cay, respectivamente) durante el tiempo
necesario para alcanzar el régimen permanente. Ensaye varios tamaifios de
paso de integracion y compare los resultados obtenidos en el ejercicio 4.5.

Datos:
F = 25 /min Cao = 1 moll
Fgr = 100 Umin  C,; (0) = 0.0 moll
Caz (0) = 0.0 mol k =02 (E"o—l)"-8 min~*
SOLUCION

Un balance del componente A en cada uno de los reactores da

Acumulacibn=  Entrada Salida - Reacciona

Reactor 1

dVy Cyy

dt FCpo + FgrCaz

- (F + FRr)Ca: Vi1kCy

Reactor 2

dt

(F + FR)Ca; (F + Fr)Ca2 +  VikCgy

Como V; y V; son constantes, mediante la sustitucién de valores y con las con-
diciones de operacién a tiempo cero, se llega a

dCA1

dt
dc

thz = % (Caj - Ca2) - 02CA3
]Ca1(0) = 00
Caz(0) = 00
Ca1(0arp) =2
Cp2(0Oarp) = ?

25 125

= 125Cy, + 55— 5= Car - 02C3}

PVI

rp = régimen permanente
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F

CAo i

Figura 7.12 Modelacién de un reactor con mezclado imperfecto.

Con el programa 7.3 y con un paso de integracion de 0.4 minutos, el valor de
Caz en la primera iteracion resulta negativo (lo cual es imposible) y al efectuar la
segunda iteracion e intentar calcular el término Ckg(véase segunda Ec. del PVI) el

programa aborta.

Se ensaya ahora un tamafio de paso menor, ya que la constante de velocidad de
reaccion es alta y es de esperarse que la reaccion sea muy rdpida y que un paso de
0.4 minutos resulte muy grande. A continuacion se dan los resultados para h = 0.3

minutos.

CONDICIONES INICIALES :
Y1( .00)
Y2( .00)
PASO DE INTEGRACION H=
VALOR FINAL DE X =

SE IMPRIME CADA 5 ITERACIONES

X

1.5000
3.0000
4.5000
6.0000
7.5000
9.0000
10.5000
12.0000
13.5000
15.0000
16.5000
18.0000
19.5000

Y1

3143
.4839
5706
6123
6321
6413
.6456
6476
6485
6489
.6491
6492
6493

.300
20.000

Y2

2796
4635
5528
.5966
6172
.6268
.6313
.6334
.6343
.6348
6350
6351
.6351
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Puede observarse que €l régimen permanente se alcanza a los 18 minutos. Los
valores de las concentraciones a régimen permanente coinciden con los obtenidos
en el ejercicio 4.5.

Se probaron ademds tamafios de paso de 0.25, 0.2 y 0.1 minutos; en cada caso
los mismos resultados se obtuvieron que para 0.3 minutos.

7.9 En un reactor de laboratorio continuo tipo tanque perfectamente agitado, se
lleva a cabo una reaccién quimica exotérmica cuya temperatura se controla
por medio de un liquido que circula por una chaqueta que se mantiene a una
temperatura uniforme T;. Calcule la temperatura T y la concentracion Cy de
la corriente de salida cuando el reactor trabaja a régimen transitorio y hasta
alcanzar el régimen permanente para €l caso de una reaccién de primer orden.
Aplique la siguiente informacién referida a la figura 7.13

Condiciones iniciales : Co (0) = 5 gmolly T(0) = 300 K
F = Gasto de alimentacion al reactor = 10 ml/s

V = Volumen del reactor = 2000 ml

Cao = Concentracién del reactante A en ¢l flujo de alimentacion = § grrll_ol

To = Temperatura del flujo de alimentacion = 300 K

AH = Calor de reaccién = -10000 cal/gmol
cal

U = Coeficiente global de trasmision de calor = 100 3
°Csm

A = Area de transmisién de calor = 0.02 m*

k = Constante de velocidad de reaccion = 8x10'Z exp(-22500/1.987 T) st
T; = Temperatura del liquido que circula por la chaqueta = 330 K
Cp = Calor especifico de la masa reaccionante = 1 Kcal/Kg°C

p = Peso especifico de la masa reaccionante = 1 kg/l

SOLUCION

Balance de materia para el reactante A

Acumulacién= Entrada - Salida - - Reacciona
dvC,
7 F Cao - FCp, - kVCa

Balance de calor

Acumulacién = entrada ~ salida - generado — eliminado
dVpCpT
—BEL = FpCp(To-T) - AHAVCE - UA (T-T))
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Figura 7.13 Reactor tipo tanque agitado con chaqueta.
Como V, p y Cp se consideran constantes, al sustituir valores se tiene

—* = 0,005 (5 - Ca) ~8x10'% exp (~22500/1.98T) C,

PVI | % =0.005 (300 — T) + 8x10" exp (-22500/1.98T ) C,, - 0.001(T-330)

Ca(0) = 5 gmol/1
| T(0) =300K

Al resolver con el programa 7.3, que utiliza el método de Runge-Kutta de tercer
orden para un sistema de ecuaciones, s¢ obtienen los resultados

SOLUCION DE UN PVI CON UN SISTEMA DE N
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
POR EL METODO DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN

CONDICIONES INICIALES:

Y1( .00) = 5.000
Y2( .00) = 300.000
PASO DE INTEGRACION H= 20.000
VALOR FINAL DE X = 3000.000

SE IMPRIME CADA 10 ITERACIONES
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X Y1 Y2

.0000 5.0000 300.0000
200.0000 4.6623 306.6382
400.0000 4.3180 310.6624
600.0000 3.9803 313.8187
800.0000 3.6243 316.9112
1000.0000 31727 320.8165
1200.0000 2.3743 327.8928
1400.0000 7730 342.0851
1600.0000 .6438 341.9108
1800.0000 7104 340.8714
2000.0000 7314 340.5911
2200.0000 7359 340.5366
2400.0000 .7366 340.5287
2600.0000 7367 340.5278
2800.0000 7367 340.5278
3000.0000 7367 340.5278

7.10 Encuentre la curva eldstica de una viga uniforme con un extremo libre, de
longitud L = 5 m y peso constante de w = 300 kg. Determine también la
deflexion del extremo libre. Tome EI = 150 000.

B RN
* .FO
Y W(L-X)
Figura 7.14 Viga empotrada con un extremo libre.
SOLUCION

La figura 7.14 muestra la viga y su curva eldstica (lfnea punteada). Se toma el
origen O de un sistema coordenado en el extremo empotrado de 1a viga y 1a direc-
cién positiva del eje y hacia abajo.
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Sea x un punto cualquiera de la viga. Para calcular el momento de flexién en el
punto x, M(x), considere la parte de la viga a la derecha de P y que so6lo una fuerza
hacia abajo actda en esa porcién, w(L-x), produciendo el momento positivo

M) = wL-0[L2)2] = wlx)*2

En la teorfa de vigas, se demuestra que M(x) estd relacionado con el radio de
curvatura de la curva eldstica calculado en x asi

—yT
"TroppE MW @

donde E es el médulo de elasticidad de Young y depende del material con que se

construyé la viga e I es el momento de inercia de la seccion transversal de la viga
en x.

Si se asume que la viga se flexiona muy poco, que es el caso gencral, la pendiente
y’ de la curva eldstica es tan pequefia que
1+ @)Y =1
y la ecuacion 4 puede aproximarse por

Ely" = M(x) = w(Lx)*2

Al cambiar de variable en la forma y’ = dy/dx = z, se obtiene el siguiente

dz _w L-x 2
PVI Ja&x = 2EI
y(0) =0
z(0) =0
y(5) =7?

Con el programa 7.3 y con A = 0.5 m se obtiene

x(m)  y(m)
0 0

0.5 0.003
1.0 0.011
1.5 0.023
2.0 0.038
2.5 0.055
3.0 0.074
3.5 0.094
4.0 0.115
4.5 0.135

5.0 0.156
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Problemas

71

7.2

7.3

7.4

7.6

Si al tanque de la figura 7.15, al momemo de llegar el nivel de Hfquido a 0.5 m se hace
llegar un gasto de alimentacion de 0.04 m 3/s, el nivel del liquido aumentard. Determine
el tiempo necesario para que el nivel se recupere nuevamente a 3 m.

El tiempo que requiere ¢l tanque del ejercicio 7.1 para recuperar su nivel de 0.5 a3 m
con un gasto de alimentacién de 0.04 m%s es de aproximadamente 432 s. Calcule el
gasto de alimentacién que se requiere para reducir este tiempo a la mitad.

Calcule el tiempo necesario para que el nivel del liquido del tanque de la figura 7.15
pase de 6 m a 1 m. El flujo de salida por el orificio del fondo es 3.457 va 5.

Se hace llegar un gasto de alimentacién de 7 Us al tanque de la figura 7.15 cuando la
altura del fluido en €l es de 5 m. Treinta minutos después, este gasto es interrumpido
por falla de la bomba, que se repara y arranca una hora después. Determine el gasto
necesario para que el nivel se recupere y s mantenga en 5 m, asf como el tiempo
necesario para alcanzar ese nivel (régimen permanente). El flujo de salida es
3.457 Ya /s ininterrumpidamente.

Figura 7.15 Vaciado de un tanque c6nico.

Un tanque perfectamente agitado contiene 400 litros de salmuera en la cual estdn di-
sueltos 10 kg de sal. Si se hace llegar 1.0 min de una salmuera que contiene 2 kg de
sal en cada 5 litros y por el fondo se sacan 8 I/min de saimuera, determine la concen-
tracién de sal en el tanque a distintos tiempos.

Se ha encontrado experimentalmente que la constante de velocidad de reaccién a vo-
lumen constante y a 30°C de la ecuacién estequiométrica

k

A+ B S

es 0.4967 (mol/l)’1 min~!. Determine el tiempo necesario para alcanzar un 90% de
conversién del reactivo limitante en cada uno de los casos que se dan abajo, si s¢ man-
tiene todo el tiempo la mezcla reaccionante a 30°C.
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Concentraciones
(mol / 1)
Cao Cao
0.5 1.0
1.0 1.5
15 20
1.0 1.0
2.0 0.5
7.7  La aplicacién de las leyes de Kirchhoff en un circuito cerrado da lugar a sistemas de
ecuaciones diferenciales del tipo
dl
S =-4L1+3L+6
dl
= -24L +16L + 36
Si se tienen las condiciones iniciales
L(0)=0 I(0)=0
Calcule I; (3) € I(3) con pasos de tiempo 0.05, 0.1, 0.5 y 1.0
7.8 Un capacitor de 0.001 farads estd conectado en serie con una fem de 20 volts y una
inductancia de 0.4 henries. Si¢ = 0, Q = 0, ¢ I = 0, encuentre una ecuacién para
modelar este circuito y use el método de Runge-Kutta de tercer orden para hallar el
valor de Q a distintos tiempos (véase Ejer. 7.5).
7.9  Repita el ejercicio 7.8 para k = 0.0002. ¢Qué sucede si k—» 07
7.10 Un objeto que pesa 500 kg se coloca en la superficie de un tanque lleno de agua y se
suelta (vy = 0). Las fuerzas que actdan sobre ¢l objeto son la de empuje hacia arriba
de 100 kg y la resistencia del agua que es de 30 v, donde v estd en m/s. éQué distancia
recorre el cuerpo en 5 segundos?
7.11 Las ecuaciones
d%x =0
dr?
y PL;
dr? ®

conx=0,y=0,%xt-=vocosoo,%svosenooat==0

describen la trayectoria de un proyectil disparado con una velocidad inicial vy y un dngulo
de inclinacién 8;. Aqufx yy son las distancias horizontal y vertical que recorre el proyectil.
Sifgy, = 60yvy = 50 ms, calcule

a) El tiempo de vuelo del proyectil
b) La distancia que recorre
¢) La altura mixima que alcanza
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7.12  Sien el ejercicio 7.7 se cambian las condiciones de concentracion en los tanques a C2(0)
= C1(0) = C3(0) = 0, {Cudl es el tiempo necesario para alcanzar el régimen perma-
nente?

7.13 Sien el diagrama de la figura 7.16 sc toma una corriente de recirculacién de 150 I/min
a la salida del tanque 3 y s¢ lleva al tanque 2, en tanto el volumen se conserva constante
en cada tanque e igual a 1000 litros, determine la concentracion en cada tanque 10
minutos después de iniciado el proceso.

7.14 Si en el diagrama del problema anterior se adicionan las corrientes de recirculacién
mostradas en la figura 7.17, pero conservando la caracteristica de que el volumen en
los tres tanques permanece constante, las concentraciones C1, C2 y C3 variardn de ma-
nera distinta a como se vio en el ejercicio 7.7.

Con los datos de la figura 7.17 determine las concentraciones en cada uno de los
tanques a los diez minutos de haber empezado a agregar solucién al primero.

150 1/min

300 I/min 300 /min 450 1/min

50 g/ :b

- - 1 I
- = 300 I/min
C, (0)=30¢g/l C,(0)=30g/ C,(0)=30g/
V,=10001 V,=10001 V,=10001
Figura 7.16 Arreglo de tres tanques interconectados.
C,=50¢/l
300 U/min Jy JV 100 V/min 70 Ymin
* | 520 Vmin .| 590 Umin
300 V/min
120 I/min

Figura 7.17 Arreglo de tres tanques interconectados con recirculacién.
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715

7.16

717

7.18

719

7.20

7.21

Repita el ejercicio 7.8 con los siguientes cambios
a)V, = 8 ,V, = 20,F; = 10
byv,; =8 ,V, = 20,Fy =01

10

c)Vy =50,V, = 50,Fq
dyV, =20,V, = 8 ,Fz = 10
e)Vy = 50,V, = 50,Fy = 200
Si en el ejercicio 7.9 la reaccién es de segundo orden, calcule la temperatura T y la
concentracion C, de la corriente de salida cuando el reactor trabaja a régimen transi-

torio y hasta alcanzar el régimen permanente.
Utilice

_ 13 ~23200 1
k= 1x"exp ( 1987 T ) gmol's

y la informacién presentada en el ejercicio 7.9.
Repita el ejercicio 7.9 utilizando la misma informacion, con los siguientes cambios

T; = 310, 320, 340 y 350

Analice los resultados.
El término EI del ejercicio 7.10 depende del material de que estd construida la viga.
Repita el ejercicio para otros materiales, en los que

117187

a) EI

b) EI 100000

las demds condiciones se conservan.

Si en la viga del ejercicio en estudio se aplica ademds una carga concentrada de 500 kg
en el extremo libre, determine el perfil de flexion a lo largo de la viga.

Se tiene un intercambiador de calor de tubos concéntricos en contracorriente y sin cam-
bio de fase (véase Fig. 7.18). Las ecuaciones que describen el intercambiador de calor
en ciertas condiciones de operacién son

dT
— = 003 (T, - Tg)

dT,
- = 004 (T, - Tg)

Elabore un programa para calcular T, y Ty, si el intercambiador de calor tiene una
longitud de 3 m; use el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Un tanque cilfndrico de 5 m de didmetro y 11 m de largo aislado con asbesto se carga
con un liquido que estd a 220°F y el cual se deja reposar durante cinco dfas. A partir
de los datos de disefio del tanque, las propiedades térmicas y fisicas del liquido y el valor
de la temperatura ambiente, se encuentra la ecuacion

dT at
= 0615 + 0.175 cos ( kvl )-00114 T

que relaciona la temperatura T del liquido (en°C) con el tiempo ¢ en horas. {Cudl es
la temperatura final del liquido?
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El radio se desintegra en razén proporcional a la cantidad presente en cada instante.
La constante de proporcionalidad es k = 1072 dfa™. Si se tienen inicialmente 60 g de
radio, calcule la cantidad que hay presente transcurridos cinco dfas mediante el siguiente
esquema de prediccidn-correccion

= h
Yivr = ¥i + 37 (556 - 594 - 372 -9f3)

h
Yier = ¥ v 57 (Ui + 196 - 5y +fi2)

Considere un sistema ecol6gico simple compuesto solamente de coyotes (y) y correca-
minos (x), donde los primeros se alimentan de los segundos (cuando los alcanzan). Los
tamafios de las poblaciones cambian de acuerdo con las ecuaciones

dx
T - hx-ky

d
% =k3xy - kgy
que se pueden entender como sigue
T, = 100°

51

T, = 20° T T

7.24

]4f -

Figura 7.18 Intercambiador de calor de tubos concéntricos en contracorriente.

Si no hay coyotes (y) los correcaminos se reproducen con una velocidad de crecimiento
k, x; si no hay correcaminos, fa especie de coyotes desaparece con velocidad kgy. El
términoxy representa la interaccién de las dos especies y las constantes k, y k; dependen
de la habilidad de los depredadores para atrapar a los correcaminos y de la habilidad
de éstos para huir.

Las poblaciones de los coyotes cambian cfclicamente. Calcule el ciclo y su periodo al
resolver el modelo conk; = 04,ky = 0.02,k3 = 0001 yk, = 0.3. Usex(0) = 30
y ¥(0) = 3 como condiciones iniciales.

Se utilizan dos tanques en serie y provistos de serpentin de enfriamiento por el cual
circula agua en contracorriente para enfriar 10000 Ib/hr de 4cido sulfirico. Las condi-
ciones de operacion se muestran en la figura 7.19. Si en un momento dado fallara el
suministro de agua de enfriamiento, écudl serd la temperatura del dcido sulfdrico T, a
la salida del segundo tanque después de una hora? Las ecuaciones que describen el
Proceso son

dT
3600 Ty - 3600 Ty = 2850 —*

3600T,_3600T2=2850%-2-

donde Ty, T, y T, estdn en°C y ¢ en horas.
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7.25

valor inicial (PVI) y compare con las soluciones analiticas

a) dylde = 3%,

¥0)
y(1)

1)

b) dy/dx = Inx,

i

¢) dyldx = 2xy,

d) dyldx = y%,

7.26

orden.
7.27
7.28

0, y(1)=?

3, y(2)=?
0.5, y(2)=?

¥0) = 1,y(05)=?

con h=0.1

con h=0.2

con h=0.25

con h=0.1

h
Yisr = Yi + 37 [55i = 5%a + 37fi2 - 9fi3]

80°C

40°C

Utilice el método de Taylor (elija el orden) para resolver los siguientes problemas de

Resuelva los PVI del problema anterior por el método de Runge-Kutta de segundo

Resuelva los PVI del problema 7.25 por ¢l método de Runge-Kutta de cuarto orden.
Resuelva los siguientes PVI con la férmula 7.55

20°C

Figura 7.19 Dos tanques interconectados y con serpentin de enfriamiento.

y el método de Runge-Kutta de tercer orden como inicializador

a) dyjdx + y =0, y(0) = 1, ¥2)=? conh = 025
bydyldx + 2ty =20, y0) =0,  y25)=? conh = 05
c) dyldx + xy =g(x), oy = 1, yH=? conh = 0.25
donde
g'(x) 00 | 011547‘1’ ; 035868 | 046602 | 049979 | 045465
d) dyldx = y-x7, y0) = 1, y-1)=?conk = -0.25
&) xdylde = 1y+x°y, y0) = 1, y(15)=?conh = 025
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7.29 Resuelva los PVI del problema anterior con la férmula

7.30

7.31

7.32

3n
Yier= Yis + g [11f; = 14fi0 + 26fi5 - 14fi3 + 11fi4]

con el método de Runge-Kutta de cuarto orden como inicializador.
Resuelva los PVI del problema 7.28 con los siguientes esquemas de solucién

a)

b)

)

Inicializacién con Runge-Kutta de tercer orden.
Prediccién con la férmula dada en el ejercicio 7.28.
Correccién con

Yi+1= Vi + 7{% [9fiv1 - 19fi + 5fi1 - fia]

Inicializaci6én con Runge-Kutta de cuarto orden.
Prediccién con la férmula del problema 7.29
Correccién con

2h
Yier=Yi3 + gz [1fiv1 = 32fi + 12fiy + 32fi2 + 73]

Inicializacién con Runge-Kutta de cuarto orden.
Prediccién con Adams-Bashford de cuarto orden

h
Yi+1=yi + m [1901f;' - 2774];'_1 + 2616f,'_2 - 1274f,‘_3 + 251[,'_4]
Correcién con Adams-Moulton de cuarto orden

h
Yit1=Yi + o3 [251fi41 - 646f; - 264f; 4 + 106fi3 - 19f; 3]

Resuelva el siguiente PVI con el método de Runge-Kutta de segundo orden

dyldx =z, y@© =1, y (1) =?

dzjdx =y, z(0) = -1, z (1) =? con h=0.1

Resuelva el siguiente PVI con el método de Runge-Kutta de cuarto orden con h =

0.1

2

%+2% + y=0
y(0) =1

% |x=0 =-1

ly(1)=2

PV1

7.33 Resuelva el PVI del problema 7.31 con el esquema de solucién (a) del 7.30.
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7.34 Resuelva el PVI del problema 7.32 con el esquema de solucién (¢) del 7.30.

7.35

7.36

7.37

Resuelva el siguiente PVI

dy _

dx z

dz
== -125y - 20z

y(0) =0 y(1) =1
z(0) =1 z(1) =7

con el método de Runge-Kutta de cuarto orden usando
ayh = 05
bHh = 01
Compare los resultado con la solucion analitica

y= -;re"m' sen Sx

z=e'm"(oosir—2sen5x)

Escriba las siguientes ecuaciones diferenciales como un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden. Pase las condiciones iniciales a términos de las nuevas
variables para constituir un PVIG y resuélvalo con los métodos vistos usando los tama-

fios de paso sugeridos

ay y''-2%’' + 2y=e2'senr
y(0)=-04 y’(0) =-06

b) y!1+w|=e'

y(0)=1 y’(0)=-1

¢
Lz y''(0)=0

) ¥yl -d'-y'-Y
y(0)=1 y’'(0)

Considere el conjunto de reacciones reversibles

ky
A B
k;
k3
B C
ky

t <1
h 0.01
0 t <2
h =01

r <3
h =02

1)

)]

Asuma que hay una mol de A solamente al inicio, y tome N,, Ng y N~ como las moles

de A, B, y C presentes respectivamente.
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Como la reaccién se verifica a volumen constante, NA, NB y Nc son proporcionales a
las concentraciones. Sean ki y k2 las constantes de velocidad de reaccién a derecha e
izquierda, respectivamente, de la ecuacién 1; igualmente sean k3 y k4 aplicables a la 2.
La velocidad de desaparicién neta de A estd dada por

dN
—azﬁ = ~k; Na + k;Np

y para B

dN
—HIE = —(ky + k3) Ng + kyNp + k4 N¢

Determine Na, N y Nc transcurridos 50 minutos del inicio de las reacciones mediante

k1 = 0.1 min™!

k2 = 001 min!
k3 = 0.09 min™!

k4 = 0.009 min™!






CAPITULO 8

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Seccién 8.1 Obtencién de ecuaciones diferenciales parciales a partir de la mo-
delacién de fenémenos fisicos

Seccién 8.2 Aproximacion de las ecuaciones diferenciales parciales con ecuacio-
nes de diferencias

Seccién 8.3 Solucién de problemas de valores en la frontera

Seccién 8.4 Convergencia, estabilidad y consistencia

Seccién 8.5 Método de Crank-Nicholson

Seccién 8.6 Otros métodos para resolver el problema de conduccion de calor en
una dimension

Seccién 8.7 Tipos de condiciones frontera en procesos fisicos y tratamiento de
condiciones frontera irregulares

EN ESTE CAPITULO se presentard una breve introduccién a algunas de las
técnicas para aproximar la solucién de EDP lineales de segundo orden y con dos
variables independientes. Dichas técnicas se estudiardn resolviendo algunos proble-
mas fisicos muy conocidos como la ecuacién de difusién y la ecuacion de onda.

INTRODUCION

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) involucran una funcion de mds de
una variable independiente y sus derivadas parciales. La importancia de este tema
radica en que pricticamente en todos los fen6menos que se estudian en ingenieria
y otras ciencias, aparecen mas de dos variables,* y su modelacién matemética con-
duce frecuentemente a EDP.

Primero se clasificardn las ecuaciones diferenciales parciales lineales atendiendo
al siguiente modelo general

2 2

a%U ) 92U aU aU
A(x,y) o) + B(x,y) 3%y + C(x,y) 7})5 = F(x,y,U, 7, oy
(8.1)

cn el cual se asume que A(x, ), B (x, y) y Cx, y) son funciones continuas de x y
y- Dependiendo de los valores de A, y), B(xr, y) y C(x, y) en algin punto particular
(x, y) = (a, b), la ecuacion (8.1) puede ser eliptica, parabdlica o hiperbdélica, de
acuerdo con las condiciones

B*(a, b) - 4 A(a, b) C(a, b) <0 Eliptica en (g, b)
B%(a, b) - 4 A(a, b) C(a, b) = 0 Parabélica en (g, b) (8.2)
B%(a, b) - 4 A(a, b) C(a, b) > 0 Hiperbélica en (a, b)

*En el anﬁ\isi§ del comportamiento de los gases, por ejemplo, se liene temperatura, presién y volumen;
en la transmisién de calor intervienen temperatura, tiempo y direcciones del espacio: x, y, z; etcétera.
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Una misma EDP puede ser parabdlica en un punto, € hiperbélica en otro, etc.
Si en cambio A(x, y), B(x, y) y C(x, y) son constantes, entonces es eliptica, parab6lica
o hiperboélica completamente (ver Ejer. 8.1).

Algunos ejemplos de estas ecuaciones son

dox dy oz
AU | oW
—+ — = f(x,
ox 2 f(x,y)

2 2

d d

_)’2 =g _g

ax at

SECCION 8.1 OBTENCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES A PARTIR DE LA
MODELACION DE FENOMENOS FiSICOS

A continuacién se presenta la derivacion de dos de las ecuaciones en estudio
mds comunes.

a) Ecuacién general de la conduccién de calor

Sup6éngase un cuerpo sélido de conductividad térmica k, peso especifico p y calor
especifico C,, independientes de la temperatura T, en el cual fluye calor en las tres
dimensiones del espacio y puede generar o absorber calor debido a algtin fenémeno,
por ejemplo de reaccién quimica.

Al efectuar un balance de calor en un elemento diferencial como el de la figura
8.1 de dimensiones Ar y Ay y Az se tiene, de acuerdo con la ley de la continuidad

Acumulacién = calor que entra al - calor que sale del + QAxAyAz
de calor elemento elemento
diferencial en cada diferencial en cada
una de las tres una de las tres (83)
dimensiones dimensiones
(calis) (calis) (calis) (cals)

donde Q puede ser positivo o negativo dependiendo de si el calor es generado o
absorbido por unidad de volumen y por unidad de tiempo en el elemento diferencial.

También en la figura 8.1 se esquematiza la entrada ¢; y la salida g;+4; de los
flujos de calor (en cal/s) representados por la ley de Fourier, o sea que son pro-
porcionales a 1a conductividad térmica k, el 4rea de transmision y el gradiente de
temperatura en direccién de la transmision. El signo negativo es para obtener flujos
de calor positivos (por convencién) ya que los gradientes dT/dx, dT/dy y dT/dz son
negativos.
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or

qxz_kyzax qX*AX:

Elemento de volumen
Ax Ay Az

Figura 8.1. Balance de calor en un elemento diferencial de dimensiones Ax, Ay y Az.

Los flujos de calor se sustituyen en la ecuacién (8.3) y se tiene

d dT dT
75 (AxByApCpT) = —kAyAz % |x —(-—kAyAszrx— |x+Ax ) + 06
-kAxAz — ~(~kAxAz = +
dy Iy ( dy |y+Ay )

dT dT
—kAxdy |z ~(-kaxty — |Z+AZ ) + QAxAyAz

al dividir miembro a miembro entre Ax, Ay, Az y hacerlos muy pequeiios, o sea Ax,
Ay, Az - 0, queda
ar _dar ar _dr
C T _ klim |dr Ix+Ar dx Ix + k lim gxly+Ay dy IX
PP =ar >0 Ax Ay » 0 Ay
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dT dT (8.5)
klim |dz lz+Az ~ dz Iz
Az - 0 Az +Q

y al aplicar la definicion de derivada se obtiene

oT 2T 3T 8T Q (86)
8T _ . .
at dz pCp

donde se ha sustituido a ;—ggcon a, la cual s¢ llama coeficiente de difusividad tér-

mica, y sus unidades son, por ejemplo,
m” /syaquek [=]cal/(sm°C),Cp[=]cal(g°C)yp[=]g/cm’.

La ecuacién 8.6 se conoce como ecuaciéon de conduccién de calor en régimen
transitorio en tres dimensiones (cartesianas), y €s muy empleada en el campo de la
ingenieria. También se conoce como ecuacién de difusién, ya que representa la
difusién molecular de masa entre fluidos, cuando la variable dependiente es la con-
centracién C y el coeficiente « representa la difusividad 8. Asi

aC 32C  a%Cc . 9°C
i 2t Tt T
at dx dy 0z

donde las unidades pueden ser
C[ = ] molesiem®, 8 = Jem?s, 1] = ]s
b) Ecuacién de onda en una dimensién

Considérese una cuerda (como la de una guitarra) eldstica y flexible, la cual se
estira y se sujeta en dos puntos fijos enx = Oyx = L sobre el eje de las x (Fig.
8.2a). A un tiempo ¢ = 0, la cuerda se toma del centro y se eleva verticalmente a
una altura y = h (vedse Fig. 8.2b). Después se suelta. La descripcion del movi-
miento producido constituye el problema por resolver.

Para simplificarlo, se considera que h es pequefio en comparacién con L
(h<<L).

Modelo

Si en un instante dado se tomara una fotografia de la cuerda vibrando, se tendrfa
¢ésta como en la figura 8.3a. El desplazamiento de un punto x de la cuerda en el
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tiempo ¢ queda indicado por y(x, ), de igual forma para un punto vecino x+Axy
en el mismo tiempo ¢, su desplazamiento queda indicado por y(x+Ax, 7).

a)

h)

Figura 8.2.

En la figura 8.3b se muestra una ampliacién del segmento de cuerda AS, el cual
estd sometido a dos tensiones que siempre actiian en la direccion de la tangente a
AS a izquierda y derecha de la cuerda, o sea T(x, t) y T(x+Ax, ¢ ) respectivamente.
Nétese que la tensién es funcién de la posicioén x sobre la cuerda y del tiempo .

Al hacer una composicién de fuerzas sobre el elemento de cucrda AS en las
direcciones vertical y horizontal se tiene

Fuerza vertical neta = T(x+Ax, 1) sen 8, - T(x, 1) sen 6,
(hacia arriba)

Fuerza vertical neta = T(x+Ax, 1) cos 8, — T(x, t) cos 6,
(a la derecha)

La fuerza horizontal neta es cero si se considera que el desplazamiento del punto
x de su posicién de equilibrio a la posicién y(x, f) es vertical.

Por otro lado, la fuerza neta vertical sobre AS produce una aceleracion definida
por la segunda ley de Newton; o sea,

Fuerza vertical neta = T(x+Ax, 1) sen 8, - T(x, t) sen 6,
2
=pAs%% 8.7)
t
donde p es la densidad de la cuerda en unidades de masa/longitud y 9%/a¢? la ace-
leracion de AS.
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}’[ Punto (x, f(x, t))
fx+det)p———F————

St) -———

L
|

x =1L x

N

"

w e — -

B

+
5

Posicién de equilibrio

IT(x+Ax)sen 0,
T(x)cos6,

b)

Figura 8.3

Como 6 es funcién de la posicion x y el tiempo ¢, 8,= 0(x, 1) y 6, =6(x+Ax, ¢).
Estas expresiones se sustituyen en la ecuacién 8.7 y al dividir entre Ax queda

T(x+Ax,t)sené(x+ Ax,t) - T(xt) sen8(x,t) _péS_ 62y

Ax Ax atz

Para vibraciones cortas 8 es pequefio, por lo que AS/Axr = 1y sen 8 = tg 6; por
lo que 1a dltima ecuacién se puede escribir

T(x+Ax,t) tg0(x+Ax,0) - T(x,2) 1g0(x,1) _ 3%
Ax P 61'2
y haciendo Ax-0
2
i 97y
— Jt = -
ax [T 186(x0] =p =%
Como g 6(x,t) = dy/ax y si la tensién T es constante se obtiene
2 2
Y - all (8.8)
ax at

donde a = p/T.
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Puesto que la cuerda permanece sujeta en sus extremosx = Oyx = L, el des-
plazamiento y(x, t) satisface las condiciones siguientes en todo el proceso

y©0n =20
para t=0 8.9)

yLn =20

conocidas como condiciones extremas o frontera (CF).
Por otro lado, 1a posicién de la cuerda en ¢l momento de soltarse (figura 8.2b)
puede darse mateméticamente asi

¥, 0) = fix) (810)

ecuacion que se conoce como condicién inicial (CI) por describir la condicién que
se tiene al inicio del proceso.

En resumen, la ecuacién 8.8 y las condiciones inicial y de frontera (Ecs. 8.10y
8.9, respectivamente) constituyen un modelo matemdtico denotado como problema
de valores en la frontera (PVF)

Qfx = a 9_21 (ecuaci6n diferencial parcial)
ax®  at?

PVF ly(x,0) = f(x) 0<x<L (condici6n inicial)

y(0,t) =0 (condicion frontera 1)

y(L,¢) =0 >0 (condici6n frontera 2)
y cuya soluci6n y(x, t) describe la posicion de cualquier punto de la cuerda en un

tiempo .

SECCION 8.2 APROXIMACION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES CON
ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Generalidades

La expansi6n de una funcidn f(x) diferenciable en una serie de Taylor alrededor
de un punto x; se estudié en los capftulos 5y 7 y estd definida por

2 3
fOa+a) =f(m) +af' (%) + 5717 (%) + 37 (%) + o (@1D)

Esta vez, la utilidad de la serie de Taylor no serd estimar el valor de 1a funcién
f(x) en el punto x; + g, sino aproximar la derivada de la funcion en x; a partir de
los valores de la funcién en x; y en x; + a. Para ello, considérese que a>0 (con esto
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la ecuacion 8.11 s6lo es vdlida delante del punto x;) y que a es tan pequeia (a <<1)
como para despreciar los términos tercero, cuarto, etc., del lado derecho de la ex-
pansién, con lo que la derivada f’(x;) puede aproximarse asi

i ta)-J(x
%IXi=f’(xi)zf(x aa) /(%) (8.12)

Esta ecuacion quedd definida en el capitulo 5 como la aproximacién de la primera
derivada de f(x) en x; con diferencias hacia delante.

Un resultado similar, vélido a la izquierda de x; se obtendrd restando a de x; en
la ecuacién 8.11; esto es,

2 3
fxi=a) =f(x) = af* (5) + 3777 () =35 7 (%) + .. B13)

y como a<<1, puede llegarse a

% lxi = £ (%) zf(xi) _J;(xi -a) (8.14)

la aproximacion a la primera derivada de f (x) en x; con diferencias hacia atras,
Si en cambio se resta miembro a miembro la ecuacion 8.13 de 1a 8.11 y se aplican
los razonamientos anterjores, se llega a la expresién

J , fGita)-f(x - a)
ARSI = (8.15)

conocida como la aproximacion a la primera derivada de f{(x) en x; con diferencias
centrales (notese que se puede obtener Ia expresion 8.15 sumando miembro & miem-
bro las ecuaciones 8.12 y 8.14 y lucgo despejando f’(x;)).

Si en las expansiones 8.11 y 8.13 se desprecian los términos quinto, sexto, etc.,
del lado derecho y se suman miembro a miembro los términos que quedan, se ob-
tiene

) St a)-20) +fEm-a) g
g a’
que es la aproximaci6n de la segunda derivada de f(x) en x; por diferencias centrales.

Las aproximaciones de derivadas no estdn restringidas a funciones de una sola
variable; cuando se tiene una funcién de dos variables, por ejemplo T(x, 7), sus
derivadas parciales por definicién son como sigue

[ (x) =

aT _ lim  T(x + Ax,t) - T(x,t)
axr Ax -0 Ax
(8.17)
aT _ lim  T(x,t+ At) - T(x,t)
at At -0 At

Por esto, sus aproximaciones con diferencias hacia delante en ¢l punto (x; #)
quedan
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T(xi + a,lj) -T(x,-,tj)

I ~ con a >0
(1 ’ J a
(8.18)
BT T(x,,t +b)—T(t’]) b >0
at 1(x; ,t; ) b
La aproximacién con diferencias hacia atrds queda
l T(x,,t )-T(x-a,t;)
ty) a (8.19)
aT _ T(x,t;) - T(x,t;-b)
at (xi ’tj) b
y sumando las correspondientes de 8.18 y 8.19 se obtienen
aT T(x+a 1;)-T(x;-a,t;)
ox I(X,,t ) 2a
(8.20)
aT T(x t;+b)-T(x,t;-b)

|( 2b

que son las aproximaciones con diferencias centrales a las primeras derivadas par-
ciales de T(x, 1).

Las segundas derivadas parciales de T(x, f) quedan aproximadas con diferencias
centrales asf

2T T(xi+a,t-)—2T(xi,tj) + T(x;-a,t;)
2 ( » 1 ) a2
8.21)
3T _ T(x;,0; +b) - 2T (x;,¢;) + T(x,¢;-b)
a2 16 ,t) b?

Finalmente, se da la aproximacién de la segunda derivada parcial combinada;
esto es,

02T~T(xi+a +b)-Tx-a,t;+b)-T@;+a,t;-b)+Tx;—-a,t;-b)
wxat 4 ab

(8.22)

cuya deduccién se deja al lector como ejercicio.
Es importante observar que las ecuaciones 8.18 a 8.22 se pueden obtener a partir
de la expansién de T(x, ?) en serie de Taylor, alrededor de (x;, ;); esto es, de

T aT

T(xi+a,1;+b)=T(xt;)+az |y 4 )+b7 (%:5;)
, '
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2 2
29°T +2abaT

2
_2 —I +b2u

+...
a2 1(x,;)

(8.23)

+ a

aplicando los mismos razonamientos que condujeron a 8.12 y de 8.14, a 8.16. (véase
el problema 8.3 al final del capitulo).

Ecuacion de calor en diferencias finitas

Una de las ecuaciones diferenciales parciales mds estudiadas es

Yl (8.24)

que describe la conduccion de calor en régimen transitorio en una dimensién, la
difusi6n unidireccional de masa en régimen transitorio, etcétera.

Por ejemplo, puede describir la conduccién de calor en una barra aislada longi-
tudinalmente durante cierto periodo, tomado a partir de ¢ = 0. La barra se consi-
dera suficientemente delgada y de longitud L muy grande en comparacién con su
grosor. Sean los extremos de la barra tomados como x = Oyx = L (véase Fig.
8.4).

Sean ademds las condiciones siguientes
a) T(x,0) = flx) 0<x<L

Esta expresion, conocida como condicién inicial, da el valor de la temperatura
T en cualquier punto de la barra al tiempo de inicio z = 0.

b) T(0, t) = g ()
cont >0

L) =& ®

Figura 8.4 Barra aislada longitudinalmente.
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a
tmdx
Dominio de definiciéon de T
1,
1,
T T T =
T x, x, .o x <f x
x =0 x ., =L

Figura 8.5 Dominio de definicién de la funcién soluci6n del problema de valor en
la frontera (PVF) planteado.

Estas expresiones, conocidas como condiciones frontera, dan los valores de la
temperatura T de la barra en sus extremos a cualquier tiempo .

La ecuacién 8.24 y las condiciones (a) y (b) constituyen un problema de valores
en la frontera (PVF). Resolver este problema numéricamente, significa encontrar
los valores de T en puntos seleccionados en la barra: xy, X5,... ,X, @ ciertos tiempos
escogidos: 1) < 1 ...< tg4y €SO es, calcular

Ty, 41), Tl 1) Ty, 1)

T(xl, tz), T(x» tz),..., T(In, IZ)
) ) . 825)

1. fo) T2 Lo T fme)

Para ver esto geométricamente, primero se representa el dominio de definicién
de T como el rectdngulo que se ilustra en el sistema coordenado x-r de la figura
8.5, y los puntos del dominjo de definicién donde se aproximardn los valores de T
son los puntos de cruce de las horizontales ¢ = fy,..., 1 = ta4y las verticales x =
Xy, X = X,, que en adelante se llamardn nodos (véase Fig. 8.6).

La ecuacion 8.24 es vélida en todo el dominio de definicion, por lo que eviden-
temente serd vdlida en cualquier nodo, por ejemplo (x;, ¢); esto es,

aT _ g 2T
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l_]+l) ., 0.0)
L, 1=t
i

T(x, t)
4
J =y
J
a4
t 1={
Jj-1 -1
(x1~1’t)'-l)
to .
% x x x x =L x

i1 i +1 ntl

Figura 8.6. Nodos de una red construida en €l dominio de definici6n.

Si se sustituyen ahora las derivadas parciales evaluadas en (x;, ) con sus apro-
ximaciones con diferencias finitas en esta ecuacién; por ejemplo, con diferencias
finitas hacia delante a 9T/or y diferencias centrales a 9 Jox’, se obticne

Tije1 — Tij Tia,j - 2T ; + Ty
—— = a
b a 2

Se ha remplazado T(x;, ¢;) con T; ; para simplificar la notaci6n.

Obsérvese ademds que los nodos marcados con punto negro (*) en la Figura 8.6
son los nodos usados para aproximar 9T/of y los marcados con una cruz (X) se
emplean a fin de aproximar a 9*T/ax’.

De manera similar se obtienen las ecuaciones para los demds nodos de la red (o
malla), lo que conduce a un conjunto de ecuaciones algebraicas que pueden ser
simultdneas o no y que involucran los valores de T;; que se buscan. Su solucién es
la misma del problema de valor en la frontera (PVF).

(8.26)
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Es oportuno hacer notar que la derivada parcial en el tiempo 9T/or se pudo
aproximar con diferencias hacia atrds o con diferencias divididas centrales.

SECCION 83 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VALORES EN
LA FRONTERA
(ecuaci6n de calor unidimensional)

Método explicito

Para ilustrar este método se resuelve el PVF planteado en la seccién anterior
con los datos siguientes

aT _ 3T
at - axz
PVF {T(x,0) = 20 °F 0<x<L

100 °F

y—]
~

o
-
N

ll

|T(1,6) =100°F >0

y 2
a = 1 pie/h
L =1 pie
t,mjx = 1h
SOLUCION

Primero se construye la malla en el dominio de definicién dividiendo la longitud
de la barra (1 pie) en cuatro subintervalos y el intervalo de tiempo (1 h) en 100
subintervalos.

Las condiciones frontera proporcionan la temperatura en cualquier punto del
eje ¢t y de la vertical x = 1 a cualquier tiempo, mientras que 1a condicién inicial
proporciona la temperatura en cualquier punto del eje horizontal x al tiempo cero.

Cada nodo de la malla queda definido por dos coordenadas (i j); por ejemplo,
el nodo de coordenadas (3,4) representa la temperatura en €l puntox = 0.75 pies
de la barra al tiempo ¢ = 0.04 horas, y el nodo (4,1) la temperatura de la barra en
x = 1 pies (su frontera) y a¢ = 0.01 horas (vedse Fig. 8.7).

Notese que en el nodo de coordenadas (0,0) (esquina izquierda inferior de la
malla), 1a temperatura deberfa ser 20°F atendiendo la condicién inicial, mientras
que la condicién frontera T(0, ¢) establece que deberfa ser de 100°F.

Los puntos que representan estas caracteristicas se llaman puntos singulares; se
acostumbra tomar en ellos un valor de temperatura igual a la media aritmética de
las temperaturas sugeridas por la condici6n inicial y la condicién frontera corres-
pondientes. La temperatura tomada para el nodo (0,0) es 60°F. De igual manera se
trata el punto (4,0), cuya temperatura también es 60°F.
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Hechas estas consideraciones, el segundo paso consiste en aproximar la ecuacion
diferencial parcial del problema de valor en la frontera en el nodo (1,0) por la
ecuacion 8.26; entonces queda

T - Tio _ i Too — 2T19 + Tap

b a?

Los nodos involucrados en esta ecuacién estdn marcados por circulos y cruces
en la figura 8.7. De éstos, solamente en el nodo (1,1) la temperatura es desconocida,
por lo que puede despejarse; entonces resulta

b
Ty = a =, (Tog - 2Typ + Typ) + Ty
a

al sustituir valores queda

0.01
(0.25)

Si ahora se aproxima la ecuacion 8.24 en el nodo (i j) = (2,0), mediante la 8.26,
se obtiene

1= , (60 -2(20) + 20) + 20 = 264

Ton-Too _  Tio-2To * T30
b al
Ahora s6lo se desconoce la temperatura del punto (2,1), ya que todos los demds
estdn dados por la condicién inicial; despejando se tiene

b
Ty =@ pe (Typ = 2Ty + T3p) + Tpp

Y

.t
| , (3:4)
0.04 /
0.03
<
a
£
2 g
LI: 002 il
2 5
" 4.1 | =
B
< &)
= -0.01 ———
=
&
o
- =
x=0 0.25 0.50 0.75 x,=1 x

CIT(x,0)=20F0<x<1
Figura 8.7. Representacién de la malla en el dominio de definicién.
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se sustituyen valores

0.01
Ty = 20 -2(20) +20) + 20 =20
2,1 ( 025 ) 2 ( ) )
Se repiten las mismas consideraciones y cdlculos para el punto (3,0) y se obtiene
0.01
= Topg = 2Tqg + Tye) + T
31 (0‘25)2( 20 30t Tap 30

T3’1 = 26.4

De esta manera se han obtenido aproximaciones a la temperatura en los tres
puntos seleccionados de la barra a un tiempo de 0.01 horas. Al momento se tiene
la temperatura de todos los nodos de las dos primeras lineas horizontales (filas) de
la malla y se procederd, siguiendo el razonamiento anterior, a calcular la tempera-
tura en todos los nodos intermedios de la tercera fila (1,2), (2,2) y (3,2).

Se empieza con el punto (4 j) = (1,1) y se aplica la ecuacién 8.26, con lo que
se obtiene

T, -Tin _ “ Toy — 2Ty + Ty

b al

de la que b
Ty, =« pe; (Toy = 2Ty + Typ) + Ty

con la sustitucién de valores queda

Ty =1 20 (100 - 2(264) + 20) + 264 = 37152
' (0.25)
Al proceder andlogamente para los otros puntos se llega a
Ty = 22048
T3,2 = 37152

Con esto se tiene la temperatura en los tres puntos seleccionados de la barra
cuando hayan transcurrido 0.02 horas.

Este procedimiento se repite para la cuarta, quinta, etc. filas, con lo cual se
obtienen las temperaturas en los puntos seleccionados de la barra a tiempo ¢t =
0.03, t+ = 0.04, etc., hasta llegar al tiempo fijado como f,5; = 1 hora.

De los cien conjuntos de temperaturas obtenidas, en la tabla 8.1 se muestran
s6lo algunos para facilitar su presentacién y anélisis.

Este met6do también se conoce como método de diferencias hacia delante.

Discusién de resultados

e Hay simetria en la distribucién de temperaturas en la barra debido a que: q)
la temperatura inicial es constante; b) la temperatura es constante € igual
en las fronteras, y c) las propiedades fisicas de la barra son independientes
dexyt
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dempo | x
| oo | 62 | o5 | 015 | 10
000 60 | 20000 | 20000 | 2000 | 60
001 | 100 | 26400 | 20000 | 26400 | 100
0 | 10 | 3 2088 | 37152 | 100
003 | 100 | 44791 | 26881 | 44791 | 100
004 | 10 | so7s9 | 32612 | 50759 | 100
005 | 100 | ss74 | 38419 | 55734 100
006 | 100 | 60046 | 43960 | 60046 100
007 | 100 | 6385 | 49108 | 6385 | 100
008 | 100 | 67285 | 53830 | 67285 | 100
0.09 100 70.367 58136 | 70367 100
0.10 100 73.151 62050 | 73151 100
020 100 89.968 85812 | 89968 100
040 100 | 98599 | 98018 98.599 100
0.60 100 | 99.804 99.723 99804 | 100
080 100 9973 | 9961 | 99973 100
100 | 100 99996 | 99995 | 99.99 100

Tabla 8.1 Resultados de la solucién del PVF de conduccién de calor en una barra metslica.

e La temperatura en el centro de la barra es un minimo, de manera que se
satisface

drT
dx 1
*=2
(vedse Fig. 8.8), ya que es el punto mds alejado de los extremos, los cuales
ticnen las temperaturas que impulsan el flujo de calor hacia el centro de la
barra.

e Notese que cuando ¢ = 0.01 la temperatura en el punto central es igual a
1a inicial, o sea T(0.5,0.01) = 20°F. Esta situacién no es congruente con el
fendmeno que ocurre, ya que es de esperar que la temperatura cambie des-
pués del instante cero. El resultado se debe a que la estimaci6n de la tem-
peratura en un nodo depende de las temperaturas de los nodos en un tiempo
previo.

e La temperatura en la barra tiende al régimen permanente a medida que
transcurre el tiempo, es decir T - 100°F cuando ¢ ~» .

=0
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e Solo se encontré la temperatura en tres puntos interiores de la barra; si se
desea informacién de mayor ndmero de puntos interiores, debe construirse
una malla més cerrada; es decir, subdividir la longitud L en m4s subintervalos.

t=0.01

0 0.25 0.50 0.75

Figura 8.8. Representacién gréfica de algunas filas de la tabla 8.1.

1.00
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PASO
PASO
PASO
PASO
PASO

PASO
PASO

Para aproximar la solucién al problema de valor en la frontera

PT o
dx2 Tt
<T(x,O) =f(x) O<x<xg
T(0,t) =g (1)
t>0

| TGR) = & (1)

Proporcionar las funciones CI(X), CF1(T) y CF2(T) y los

1
2.
3.
4
5

8.
9.
PASO 10.
PASO 11.
PASO 12.

DATOS: El nimero NX de puntos de la malla en ¢l eje x,

el nimero NT de puntos de la malla en el eje ¢,
la longitud total XF del eje x, €l tiempo méximo
TF por considerar y el coeficiente ALFA de la
derivada de segundo orden.

RESULTADOS:  Los valores de la variable dependiente T a lo

largo del eje x a distintos tiempos £: T.
Hacer DX = XF/(NX-1)
Hacer DT = TF/(NT-1)
Hacer LAMBDA = ALFA*DT/DX**2
Hacer I=2
Mientras I < NX-1, repetir los paso 6y 7.
PASO 6. Hacer T(I) = CI(DX*(I-1))
PASO 7. Hacer I= I+1
Hacer T(1) = (CI(DX) + CF1(DT))/2
Hacer TINX) = (CI(XF-DX) + CF2(DT))2
IMPRIMIR T
HacerJ = 1
Mientras J < NT repetir los paso 13 a 24.
PASO 13. Hacer I=2
PASO 14. Mientras I < NX-1, repetir los pasos 15y 16.
PASO 15 Hacer T1(I)= LAMBDA*T(I-1)
+(1-2*LAMBDA)*T(I) +
LAMBDA*T(I+1)
PASO 16. Hacer I = I+1
PASO 17. Hacer =2
PASO 18. Mientras I < NX-1, repetir los pasos 19 y 20.
PASO 19. Hacer T(I) = TI(l)
PASO 20. Hacer I = I+1
PASO 21. Hacer T(1) = CF1(DT*J)
PASO 22. Hacer T(NX) = CF2(DT*J)
PASO 23. IMPRIMIR T.
PASO 24. HacerJ = J+1

PASO 25. TERMINAR.
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Ejemplo 8.1

Calcule la temperatura como una funcién de x y ¢ en una barra aislada de
longitud unitaria (en pies), sujeta a las siguientes condiciones inicial y de fron-
tera

Cl T (x,0) = 50 sen mx O<x<1
CF1 T(0,¢t) =100 °F

t>0
CF2 T(1,t)=350°F

ycon o = 1pie2/h.
SOLUCION
El problema de condiciones en la frontera queda establecido como sigue

o1 _, 2T
ot - axz

( ecuacién diferencial parcial, EDP)

PVF } T(x,0) = 50 sen mx ( condicién inicial, CI)

T(0,t) = 100 °F ( condicion frontera 1, CF1)

[T(1,¢) = 50 °F (condicién frontera2,CF2)

Abhora se divide labarraenn = 8 segmentos o subintervalos, de tal manera
que se tiene un total de nueve nodos en cada fila, de los cuales siete son
interiores; con esto, @ = 0.125 pies. El fen6meno se estudiard durante media
hora y se dividird este tiempo de interés en m = 100, que da b = 0.005
horas. La malla queda como se ve en la figura 8.9.

Para mayor facilidad del uso de la ecuacion 8.26 se despeja el término T;;,4,
ya que representa la temperatura desconocida, y se denominaré A €l término
abla?, después de algunas manipulaciones algebraicas, dicha ecuacién queda

Tyjet = ATy ; + (1-2)T;; + ATy ; (8.27)

cuya aplicacién en (7, j) = (1,0) produce
T = AT + (1 —H)Tl,o + ATZ,O
se calcula el valor de A
= 1(0.005)/(0.125)%> = 0.32
y se substituyen valores
Typ = 032 (50) + (1-2(0.32)) (50) sen (0.125x) + 0.32 (50) sen (0.257)
= 34.2
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100°F
50

t=0.01

X ™ ©2) 5
§ b 4
[
E 1=0.005 N 5
© (3.1
’ \w %'\ \I\
t=0 I
0,0 (1,0) 2,0 (3.0) 4.0) (5,0) (6,0 (7.0) (8,0) T

CI T(0,x)=50sen mx

Figura 8.9 Malla del ejemplo 8.1.

Para (i, j) = (2,0) se tiene
Ty = ATy + (1-2)Tpo + AT
Typ = 032 (50)sen (0.125 ) + (1-2(0.32) ) (50 ) sen (02507 )
+ 032 (50 ) sen (0375 ) = 33.63
Al continuar
T3y = ATy + (1-24) Ty + ATyp
Ty = 032 (50 )sen (0257 ) + (1-2(032) ) (50 ) sen (0375 x )
+ 032 (50)sen (0.57) = 43.94
Ty =AT39+ (1-24) Ty + A Tsp
T4y = 032 (50 ) sen (0375 x ) + (1-2 (0.32)) (50 ) sen (057 )

+ 032 (50 ) sen (0.625 7 ) = 47.56
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T5,1 = A T4,0 + ( 1—2 ). ) T5,0 + 1 T6,0
Ts; = 0.32 (50 ) sen (05w ) + (1-2 (032)) (50 ) sen (0.625 x )
+ 032 (50)sen (0757 ) = 43.94

T6,1 = '1 T5,0 + ( 1—2 l ) T6,0 + l T7,0
Te1 = 0.32 (50 ) sen ( 0.625 x ) +(1-2(032))(50)sen (0757 )
+ 0.32 (50 )sen (0875 %) = 33.63

T7,1 = /1 T6,0 + ( 1—2 l ) T7,0 + A TS,O
Ty, = 032 (50 )ysen (0757 ) + (1-2 (032 ) ) (50 ) sen (0.875 %)
+032(25) =262

Estas temperaturas corresponden a puntos discretos sobre la barra a un
tiempo igual a 0.005 horas.

Para obtener la temperatura en los mismos puntos de la barra dados arriba,
pero ahora a un tiempo de 0.01 h (tercera fila de malla de la fig. 8.9), se aplica
puevamente la ecuacién 8.27. De la misma manera se obtienen los valores de
temperatura para los tiempos de 0.015, 0.02 h, etc.; o sea, la temperatura en
los nodos interiores de las filas 4, S, etc. Los resultados obtenidos con el pro-
grama 8.1 son

t - x (pies)

(horas) "o 6T 0.125 | 025 | 0375 | 05 | 0625 | 05 | 0.875
0000 | 50| 19.13 | 35.36 | 46.19 | 50.00 | 46.19 | 35.36 | 19.13
0.005 | 100 | 34.20 | 33.63 | 43.94 | 47.56 | 43.94 | 33.63 | 26.20
0.010 | 100 | 55.08 | 37.11 | 41.80 | 45.25 | 41.80 | 34.55 | 36.20
0.015 | 100 | 63.70 | 44.36 | 41.40 | 43.04 | 40.59 | 37.40 | 40.09 |

0020 100 69.13 | 49.61 | 42.88 | 41.73 | 4035 | 39.28 | 42.40
0.025 [ 100} 72.76 | 53.70 | 44.66 | 41.66 | 40.45 | 40.62 | 43.83

| 0.030 | 100 | 7538 | 56.91 | 46.59 | 42.23 | 40.89 | 41.59 | 44.78 |

- [BgfBleeleRE

3

0050 | 100 | 81.19 | 65.19 | 53.68 | 46.92 | 44.17 | 44.41 | 46.68 |
0.100 | 100 | 86.98 | 75.08 | 65.18 | 57.81 | 53.06 | 50.61 | 49.86
0.150 | 100 | 89.73 | 80.09 | 71.59 | 64.57 | 59.14 | 55.16 | 52.28
0.200 {100 | 91.32 | 83.02 | 75.40 | 68.67 | 62.90 | 58.03 | 53.83
0.300 | 100 | 92.86 | 85.85 | 79.10 | 72.67 | 66.60 | 60.85 | 55.36
0400 | 100 | 9342 | 86.89 | 8046 | 74.14 | 67.96 | 61.89 | 5592
0.500 {100 | 93.63 | 87.28 | 80.96 | 74.68 | 68.46 | 62.28 | 56.13 |

skssggﬁ-

Tabla 8.2 Temperaturas ( °F ) del ¢jemplo 8.1.
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Discusion de los resuitados

® En este caso la distribucion de temperaturas con respecto a x no es simé-
trica, a pesar de que la distribuci6n inicial si lo es, 50 sen (nx). Esto se
debe a que la temperatura en los extremos es diferente, lo cual genera un
flujo de calor mds intenso del exiremo izquierdo hacia el centro de la barra,
pues el extremo izquierdo tiene la temperatura mds elevada.

e La temperatura en el centro de la barra y sus cercanfas disminuye en el
intervalo 0 < ¢ < 0.05. Esto se debe a que cuando ¢ = 0, la temperatura
en el centro de la barra es mayor que en sus vecindades, de tal modo que
en los primeros instantes hay flujo de calor del centro de 1a barra hacia los
extremos [més pronunciado hacia el extremo derecho, ya que T(1, ¢) < T (0, 1)),
raz6n por 1a cual la temperatura en la zona central disminuye cierto tiempo.

® Cuando el lapso es amplio (¢t >0.5), la distribucién de la temperatura es
casi lineal a lo largo de la barra; es de esperarse que sea lineal cuando ¢
-, ya que la ecuacién diferencial parcial se transforma en T/ = 0,
pues dT/dt = 0; o sea que se alcanza el régimen permanente.

Meétodo implicito

Para ilustrar este método se resolverd nuevamente el ejemplo

i 621 . 2
g2 - = /
EDP 31 a —3 yYa =1 pie
PVF | CIL T(x,0) = 20°F L = lpie

CF1T(0,1) = 100°Ft =1h
CF2 T(1,t) = 100 °F

ya utilizado para mostrar el método explicito.

Primero se obtendrd la ecuacion bésica del algoritmo.

Se toma el nodo (i, j) de l1a malla construida sobre el dominio de definicién
O=t) <t <ty = 1,0 <x <L =1 (Fig. 810) y se evalda la EDP, entonces

_, T
I(xi’tj) ox (x;5t;)

Ahora se sustituye dT/at en (x;, ;) por diferencias hacia atrds, y o°T/a’ en (x;, %)
por diferencias centrales, lo que da

Ti,j - Ti,j—l = a 1—1) 2T + T+11

b az

(8.28)

De acuerdo con la notacién de punto negro (@) para los nodos empleados a fin
de aprommar a 9T/ot y cruz (X) para aquellos que se usan en la aproximacién de
a*T/ax’, se tiene el esquema de la figura 8.11.
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i

(-1)| @) | G+1))

T

(iJ-1)

}

b
I S
|

fo
P x X, x =L =1+ . . x
Figura 8.10.

SOLUCION

Se construye 1a malla conn =4ym =100, conloquea = 025yb = 0.01.
Si (i, j) = (1,1), la ecuacién 8.28 se aproxima asf
Tip, — Tio Toy - 2Ty + Ty,
=q
b a
La temperatura en los nodos (0,1) y (1,0) estd dada por las condiciones frontera

e inicial respectivamente; pero se desconoce la temperatura en los nodos (1,1) y
(2,1). Entonces se tiene una ecuacién con dos incégnitas que rearreglada queda

(1 +22)Ty; ATy, = Ty + ATy, (8:29)

donde, como se sabe, A=ab/a’? (que es un pardmetro adimensional).
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El procedimiento se repite en €l nodo (2,1) y la ecuacion diferencial parcial queda
aproximada por

b a2

En esta ecuacion hay tres incognitas, Ty, Toy y Ty asf pues, al rearreglarla
queda

Tor=Tao _ Tia = 2Tos + Ty

-ATy + (1 +20)T,, - ATy = Ty, (8.30)

Anilogamente para el nodo (3,1), 1a ecuacién diferencial parcial (EDP) queda
aproximada por

Ta =T _ Ty - 2T5 + Ty
b a4
En esta ecuacion s6lo hay dos incOgnitas, que son T,y y Ty ; as{ pues, al rearre-
glarla resulta

ATy + (1 + 24)Tyy = Tyy + AT, (831)
|
z
& =
2 s
- 1“'\ /\
1§ - kN
) (4,1) .
= 0,1 1,1 2.1 (3.1) ;
& 0.01 O Lo I S
<
Q
& =
(0,0) (1,0) (2,0) (3.0) (4,0)

CI T(x,0) = 20°F 0<x<1

Figura 8.11.
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Las ecuaciones 8.29 a 8.31 constituyen un sistema de ecuaciones algebraicas li-

neales en las incognitas Ty 4, To; y T34, que son precisamente las temperaturas que
se desea conocer. Esto es

(1+22)T,;, - ATy, = ATy, + Ty
-ATy, + (1+2)T,, -AT;, = Ty
- ,1T2‘1 + (1+20)T;;, = Ty + ,ITM

Con la sustitucion de valores
A =01, T3=T,,=Tp=20°%F T,,=T, =100°F
y resolviendo por alguno de los métodos del capitulo 2, se obtiene
Ty = 2999, T, = 2242, T;, = 2999

Obsérvese que estas temperaturas obtenidas para t=0.01 h son diferentes a las
obtenidas con ¢l método explicito; ademds, la temperatura del punto central es
distinta de la condicion inicial. Esta situacién es mds congruente con la realidad
del fenémeno que ocurre (recuérdese que con el método explicito la temperatura
es 20°F). Lo anterior se explica porque para el cdlculo se han tomado en cuenta
todos los nodos de la primera y segunda filas, excepto los de las esquinas T(0,0) y
T(4,0).

Mediante la ecuacién 8.28 y los mismos razonamientos para la segunda y tercera
filas se llega a

( 1+ 2). ) Tl,z - A T2'2 = 1 T0.2 + Tl,l
-AT;, + (1 +21)T,, -4T5, = T,

Al sustituir valores conocidos

A = 0.16, T0,2 = T4’2 = 100, Tl,l’ = T3,l = 29-99, Tzl = 22.42,

y resolver se obtiene:

Ty, = 3802, T,, = 262, T;, = 38.02,

que son las temperaturas correspondiente a¢t = 0.02hyax
x = 0.75 pies, respectivamente.

Al aproximar la EDP por diferencias divididas en la fila j+1 (véase Fig. 8.11) se
obtiene el siguiente sistema

025, x = 0.5,y

(1+24)T ;4 -ATyn

~A T, i1 +(1+24)Ty ;41 —4ATs 4 =T,;
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Obsérvese que en todos los casos ¢l sistema por resolver tiene la misma matriz
coeficiente, que es tridiagonal y simétrica.

Todo el sistema se soluciona estableciendo y resolviendo secuencialmente los
sistemas de tres ecuaciones simultdneas para cada fila a partir de la segunda. Los
resultados obtenidos con el programa 8.2 se presentan en la tabla 8.3.

008 | 100 | 6629 | 335 | 66290 | 100

| ostat | esas | 100

o0 | w0 | me | em | ner | 100

00 | 100 | e | 89 | sse | 100

o4 | 10 | 90 | 9132 | 80 | 100

060 | 100 | 9968 955 | 9968 | 100




(1+21) Ty, +1

ATy, +1
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En general, si se divide la longitud de la barra en »n subintervalos, o sea con n-1
nodos interiores (véase Fig. 8.12), el sistema de n-1 ecuaciones simultdneas con n-1
incégnitas para la fila j+1 queda

AT2j +1

ATz +1

“ATn-3,j + 1

+(1+20) Tz,j +1 -AT3 41

+(1+20)T3, + 1

+(1+2) T2 j + 1

ATn-2,7+1

—AT4, j +1

ATn-1,j + 1

+(142)Ta-1,j + 1

=AToj+1 + Tyj

=ATs;

= Tn-2j

=Tat,j+ ATnj+1

La soluci6n de este sistema corresponde a las temperaturas en los puntos selec-
cionados de la barra a un tiempo (j+1)b.

®

0,7+1) |(1yj+1)  [@2j+]) (B, +1) (n-1,7+1) |(n,j+1)
(0.)) (1) (2.)) (3.9 (n=1y5) ()
&
(0.1) (L1) 2.0 3.1 n-1,1) |1
F e
(0,0) (1,0 (2,0) (3,0) (1,00 0  x

Figura 8.12.
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Notese la simetrfa de la matriz coeficiente y su caracterfstica tridiagonal. Ademds,
los elementos de esta matriz son constantes para cualquier fila (o tiempo) y son

[((1+22) -4 0 0 ]
2 (1+2%) -2
0o -A (1+21) -2
0
, A (1+224) -2
0 0 -2 (1+22)

Para aproximar la solucién al Problema de valor en la frontera

g T _aT
dx* ot
T(x,0) = (x) O<x<x
PVF |
T(0,t) =g (1)
t>0
T(xp,t) = g (1)

Proporcionar las funciones CI(X), CF1(T) y CF2(T) y los

DATOS: El nimero NX de puntos de la malla en el eje x,
el nimero NT de puntos de la malia en el eje ¢,
la longitud total XF del eje x, €l tiempo méximo
TF por considerar y el coeficiente ALFA de la
derivada de segundo orden.

RESULTADOS: Los valores de la variable dependiente T a lo largo
del eje x a distintos tiempos ¢: T.

PASO 1. Realizar los pasos 1 a 10 del algoritmo 8.1.

PASO 2. Hacer I=1

PASO 3. Mientras [ < NX-2, repetir los pasos 4 a 7.
PASO 4. Hacer A(I) = -LAMBDA
PASO S. Hacer B(I) = 1+2*LAMBDA
PASO 6. Hacer C(I) = -LAMBDA
PASO 7. Hacer I= [+1

PASO 8. Hacer] =1

PASO 9. Mientras J < NT, repetir los paso 10 a 24.
PASO 10. Hacer T(1) = CF1(DT*J)
PASO 11. Hacer T(NX) = CF2(DT*J)
PASO 12. Hacerl = 1
PASO 13. Mientras I < NX-2, repetir los paso 14 a 15.
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PASO 14. Hacer D{I) = T(I+1)
PASO 15. HacerI = I+1
PASO 16. Hacer D(1) = D(1)+LAMBDA*T(1)
PASO 17. Hacer D(NX-2) = D(NX-2) + LAMBDA*T(NX)
PASO 18. Realizar los pasos 1 a 12 del algoritmo
35con N = NX-2
PASO 19. Hacer [=1
PASO 20. Mientras [ < NX-2, repetir los pasos 21 y 22.
PASO 21. Hacer T(I+1) = X(I)
PASO 22. Hacer I=1+1
PASO 23. IMPRIMIR T
PASO 24. Hacer J=J+1
PASO 25. TERMINAR.

SECCION 8.4 CONVERGENCIA, ESTABILIDAD Y
CONSISTENCIA

Convergencia

Hasta ahora no se ha analizado la importante pregunta de si los valores obtenidos
aproximan "convenientemente” la solucién del PVF en los nodos de la malla. En
esta seccibn se contesta parcialmente ese punto.

El error de discretizacién se define en cada nodo como

e =T-1U,

donde U es la solucién verdadera del PVF y T la aproximacién obtenida con el
esquema explicito.

Se dice que un esquema de diferencias es convergente si al hacer a=Ar-0,
b=Ar-0 en la malla, el error de discretizacién e también tiende a cero. Con estas
definiciones presentes se demuestra a continuacién que una condicién suficiente
para convergencia del método explicito en la solucidn de

2
6—6;2 = % (adimensionalizando las variables 4 = 1)

es que 0<(At/Ax?)<0.5. Se aceptard que no se cometen errores de redondeo, lo cual
es précticamente imposible, pero aun asf, este criterio de convergencia es de uso
préctico.

Al expander en serie de Taylor alrededor del nodo (i, j) 1a solucién verdadera U
(en la variable ¢ solamente), se obtiene*

(&%)

Upjer = Uy + AU, + 255

U, + O[(At)] (8.32)

*U. representa la primera derivada de U con respecto a 1, Us la segunda derivada de U con respecto a
t, etoétera.
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Al expander U en la variable x adelante y atrds del nodo (i j) se obtienen, res-
pectivamente,

Ax? Ax3 Ax?
Ui+1,j = Ui,j + Axe + '_z—y Uxx + 31 Uxxx + ryl Uxxxx
Ax® 8.33
+ 37 Usener ¥ O[(Ax)®] (833)
Ax? Ax? Ax*
Ui—l,j = Ui,j - A‘xe + —iT Uxx - ?!— Uxxx + _4_! Uxxxx
8.34)
AxS (
- 3_(_ Uxxxxx + O[(Ax)6]

Notese que en las ecuaciones 8.32 a 8.34 las derivadas se evaltan en el nodo ( j),
cuyas coordenadas sonx = iAxyt = jAL

Con la suma de las ecuacioes 8.33 y 8.34 se obtiene
U 2 Axt 6] (835
ie1,j + Ui = 2U;; + Ax2U,, + T Uexx + O[(AX)S] (839)
Al multiplicar por 1

AU + Uy

4
] =240, + Ax%U,, + Ar" U +20[(ax)"]

12 xxxx
(8.36)
Se despeja U, , y se sustituye 4 con At/Ax* en algunos términos y resulta
A 22 Ax?

A 6
U = 37 [Uing; + U1 = 57 Ui = 33 U ¥ 37 O1CAX)7]
. , (837)
U, se despeja de la ecuacién 8.32
1 At? o[(A1)?
U, = At [Uj+1 - Ui - 20 U.l- _'L(A'T)_l (838)

Al sustituir las ecuaciones 8.37 y 8.38 en la ecuacién diferencial parcial,
Uy = Ups

At? 3
Uijv1-Uij - 77 U, -0O[(Ar)7] = 839
AUy, + AUy - 240, - A"lzzA' U, +A0[(Ax)°]
Se despeja U; j41
U1 =AU ; + (1-24)U;; + AU, - A-%A—t U, pxx
(8.40)

+-A—‘-2U + O[3 +10[(Ax)%)
21 v
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Si se hace
Z. At Ax? ’ .
e _ Al _a22 8.41
= 5 Uu- 35 U, + Oo[@an?] +o[(an?'] (84

y se sustituye la ecuacién 8.41 en la 8.40

Se resta del esquema explicito T; j43 = A Ty j + (1-24) Ty j + A Tiuyj
miembro a miembro la ecuacién 8.42

T‘,j+1 - U i1 = A(T;

i i, -1,

-Ug;) +(1-22) (T; -U; )

(8.43)
+ (T, — Uierj) - Z;

Este desarrollo algebraico expresa el error de discretizacion ¢; j41 = (Tj j+1 -
U; j+1 ) en funci6n de los errores en los nodos vecinos ey, ;, €, ; ¥ €41, j que se
usan en el esquema explicito, o sea,

e o1 = A€y v (1-240)e; +Aey ;-2 (8.44)
Sup6ngase ahora que 0 < A < 0.5, con lo que los coeficientes 4 y (1-24) son no

negativos. Si, por otro lado, se saca ¢l valor absoluto en ambos miembros de la
ecuacién 8.44 y se aplica la desigualdad del tridngulo, se obtiene

lejerl SAle; | +(1-24) Je;; |l +A | €yl + | -Z; | (8.45)

Si se llama e, (k) con 0 <k<m la cota superior de | €; | con 1<i=<n-1, se
denota por Z,, (k) con k —igual que antes— la cota superior de |-Z; | con
1<isn-1y se substituye e,y ; € ;, €i+1,j» € j+1 ¥ Z;; CON SUS respectivas cotas
SUpEriores €,z (); €mar (+1) ¥ Zma (), simplificando se llega a

€nse (+1) S €4 () + Zyge () (8.46)
Si se analiza esta desigualdad en un periodo 0stsy,,.=1,, se tiene

el se,0 +2Z .0
e ) S e, (1) +7Z,,0)
.. 3 =Se,. ) + Z, )

enis (M) e, (m-1) + Z,z (m-1)

Al sustituir el término e,,;(1) de la segunda desigualdad con el lado derecho de
la primera, aquélla permanece € incluso se refuerza, con lo cual queda

€i(2) = L5 0) + Z,5, (1) + e, (0)
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Vilgase la consideracién de que los valores iniciales son exactos, e,,,(0) = 0.

Este resultado se sustituye por el término e,,;/(2) de la tercera desigualdad, con
lo que

brie B) = 2,5, O +Z,, () +Z,, (2
Este procedimiento se repite hasta e,,;(m); por tanto
€. M) = mZ . (m-1)
Se tiene

At Ax? 2 4
Cnie M) S Ly [ 5 Uy = 5 Ueerr + O(A1)7+ O(41)*]
recordando que f,,; = m Aty la ecuacién 8.41. De esta desigualdad se deduce que
€,,4¢ (M) tiende a cero si Ax y As tienden a cero; y ya que esta deduccion se desarrollé
para O < A =< 0.5, la conclusién s6lo serd vdlida para estos valores de 4; por ello,
se constituye como una condicién suficiente para convergencia —pero no necesa-
ria— ya que €sta puede ocurrir por otras razones.

Estabilidad

El concepto de estabilidad se refiere a la propiedad de una ecuacion de diferen-
cias particular (base de un algoritmo), y significa que cuando As-Q, el error intro-
ducido por cualquier motivo (condiciones iniciales, frontera, redondeo, etc.) estd
acotado. Lo anterior no significa que la desviacion entre la solucion verdadera de
cierta ecuacion diferencial parcial y su aproximacion con una ecuacion de diferencias
sea pequefia, ya que esto estd determinado por el concepto de consistencia.

Consistencia

Se dice que una ecuacion de diferencias tiene consistencia cuando solamente apro-
xima la ecuacién diferencial parcial que representa. Aunque esta propiedad parece
cumplirse en todos los casos, no es asf para algunos esquemas iterativos; por ejem-
plo, el algoritmo explicito de Dufort-Frankel no es consistente en ciertas circuns-
tancias*,

SECCION 8.5 METODO DE CRANK-NICHOLSON

Ademis de los métodos vistos para resolver los PVF de las secciones 8.2 y 8.3,
existen otros métodos de solucion con diferencias. Entre éstos uno de los mds im-
portantes por su estabilidad incondicional y alto orden de convergencia** es el
algoritmo de Crank-Nicholson.

*Dufort, E.C. y Frankel, S.P, "Stability Conditions in the Numerical Treatment of Parabolic Differential
Equations”, Math Tables Aids Compus,, 7, (1953) p 135-152.

**Isaacson, E. y Keller, H.B. Analysis of Numerical Methods. John Wiley and Sons, New York, 1966 p.
390, 392, 1082, 1088.
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Este método consiste en combinar las aproximaciones de 8T/at con diferencias
hacia delante apoydndose en la fila j y la aproximacion con diferencias hacia atrds
apoyédndose en la fila j+1, con lo que se obtiene un algoritmo implicito. Por e]emplo
al aproximar 9T/ot en el nodo (i, j) con diferencias hacia delante y de a*T/ax* con
diferencias centrales (véase Fig. 8.13) se obtiene

Tiv1- T — Ty - 2T; + Ty (8.47)
At Ax2

Al aproximar dT/ét en el nodo (i, j+1) con diferencias hacia atrds y a *T/ax®
con diferencias centrales (véase Fig. 8.13) se llega a

Ti,j+1 - Ti,j = a Ti—l,j+1 2T, ij+1 1 T; i+1,j+1 (8.48)

At Ax?

Luego de sumar las ecuaciones 8.47 y 8.48 y rearreglar resulta

A
T11+1 ,j=5[ i~1,j 2T +T+1)+T1)+1 2T)+‘+T+1]+1]

(8.49)
que es el algoritmo de Crank-Nicholson.

/f\ i+1,j+1 7

]\ i-1,j+1
-1y i+1,7
0,2 1,2 2,2 3’2 4,2
-
0,1 1,1 2,1 3,1 4,1
S
2,0 1,0 2,0 3,0 40

Figura 8.13 Nodos usados en el método de Crank-Nicholson.
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Si este algoritmo (Ec. 8.49) se aplica a los nodos (1,0) y (1,1), o sea i=1, j=0
(véase Fig. 8.13), se tiene

A
Tii = Tig =35 [Tog = 2Typ + Ty + Ty - 2Ty + Tpy]  (8:50)

donde los nodos (0,0), (1,0), (2,0) y (0,1) son conocidos a partir de las condiciones
inicial y de frontera; en cambio, los nodos (1,1) y (2,1) son incGgnitas. Al rearreglar
la ecuacion 8.50 queda

A A
(1+4)Ty,; - 2 Ty = (1-4)Ty, + E[T‘W + Ty, + Ty0] (BSD)
Al aplicar el mismo algoritmo (Ec. 8.49) a los nodos (2,0) y (2,1); es decir, i=2,
Jj=0, se tiene

A
Ty - Ty = E[Tl.o -2y + Ty + Ty - 2T,; + T3;]  (852)

donde las incognitas son Tyq, To;1 y T3, ya que los demds nodos estdn dados por
la condici6n inicial. Al rearreglar resulta

A A A A
S5 T H (1HA) Ty -5 Ty = 5 Typ + (1-0) Ty + 5Ty, (853)

Anidlogamente, al aplicar la ecuacién 8.49 a los nodos (3,0) y (3,1) es decir i=3,
=0, queda

A
T5; - Ty = E[Tz,o =230 + Ty + Ty - 2T5; + Ty (854)

donde los nodos desconocidos son solamente (2,1) y (3,1), ya que los otros son
conocidos por la condicién inicial.
La ecuacién 8.54 se rearregla y queda

A A
-5 Ty +(1 +4)Ty, = §[T2,o + Ty + Tyy] + (1-4)T;, (8.55)

Las ecuaciones 8.51, 8.53 y 8.55 forman un sistema cuya solucién es la tempera-
tura T -1 los nodos (1,1), (2,1) y (3,1); o sea,

i A
(1+)-)T1,1-§T11 =(1“1)Tl,o+‘2'[To,o+To,1+Tz,o]

A A
—-T1,1+(1+11)T2,1—'—T3’1 =

2 > [T1'0+T3,o]+(1—1)'r20

STE ST

[Tzo + T4,() + T4,] ] + ( 1 -A)T:;,o
(8.56)

A
—.2_T21+(1+1)T3,, =
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Una vez resuelto el sistema de ecuaciones 8.56 se puede seguir €l mismo proce-
dimiento, pero aplicado ahora en los nodos (1,1) (1,2); (2,1) (2,2) y (3,1), (3,2), con
lo cual resulta

A A
( 1+4 ) Tl,2 —-2- Tzz = (1-—1) Tl,l + 5 [TO,I + To,z + T21]

A A A i
—5 Tz + (1+)To2-5Too-5Ts2 =75 [Tra+ Tar] + (1-4) Ty

A A
-5 T2+ (1+2)Tsz =5 [T+ Ty + Tyz] +(1-4)Ts,

cuya solucién proporciona las temperaturas de los nodos interiores de la segunda
fila; o sea, #=2At. Este procedimiento se repite un nimero m de veces, hasta obtener
las temperaturas en ciertos puntos de la barra a lo largo del tiempo, hasta un ¢,
= m At

Si en lugar de dividir la barra en cuatro subintervalos se dividiera en n subinter-
valos, se tendrfan n-1 nodos interiores, a los que al aplicarse la ecuacién 8.49 como
en el caso anterior (cuatro subintervalos) se generarfa un sistema de n-1 ecuaciones
con n-1 incognitas: Ty, Tay, Ta1s -y Taoyy (Para la primera fila); o sea

A A
(1+4) Ty -5 T =(14~)T1,0+§[To,o+To,1+T2.o]
A A A
—-iTl,l + (1+1)T2'1 —§T3,1 =§[TI,O+T3,0]+(1—A)T2,0
@&.57)
A A ~
_7 Tn—3,l + ( 1+4 ) Tn-—2,1 - '2' n-1,1 = i [ Tn—3,0 + Tn-l.O] + ( 1-4 ) Tn—2.0

A A
~5Ta2t + (1+4)Tqn = 5[ Ta20+ Too+ Tur ]+ (1-4) Toq

Este procedimiento se aplica en las filas j y j+1 para tener

A
(1+24)Tyj41 —5Taj41

A
3 (IJ)Tl,j+E[T0,j+TO.j+l+T2,j]

A A A
—iTl,j.g.l + (1 +1)T2j+1 _5T3‘i+1 = 7[Tl,j+ T3,j]+(1—1)T2'1'

2 A A
~3 Tasjt1t (1 +2) Tz j1 = 5 Toji1= T3+ Taajl + (1-2) T, 5

A a
- ET"‘ZH'I + (1 +4 ) Tn—l,j+1 = 7 [T,,_zj + T,,’j + T,,J.;.]] + (14) Tn—l,j
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que en notacién matricial queda

4t 0 = pel)ye

donde
(1 +4) —% 0 0
A A
_E (1 + l) —2
0
A =
2 A
-5 (1 +4) -5
0 0 —% (1 +2)
tUtD = (Tyje1 Tajnr Tsj01 -+ Laaj+i )
- = 0
(1 -4) 5 0
A A
-3 a-b =3
0
B =
A 3
T2 a-4 T2
A
L 0 0 -5 -9 |

i T
tO = [T; To Tay o Toajl

A A
¢ = [5(Ty; + Tojsr) 0.0 5(T,; + T, +1) 1
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Ejemplo 8.2

Resuelva el siguiente problema por el método de Crank-Nicholson

=a———2

(o1 _ 3T
at ax

pvg | T(x,0) = 20°F

T(0,t) = 100°F

T(L,t) = 100°F

a = 1pie’/hr
L = 1 pie
Lo = 1hr

SOLUCION

Al dividir la longitud de la barra en cuatro subintervalos (véase Fig. 8.13),
el primer sistema de ecuaciones por resolver, ya sustituidos los datos, es

.16 -008 0 Tia 31.2
008 116 -008 Tyl = 20
0 -008 116 Ty, 31.2

Este sistema se resuelve por alguno de los métodos del capftulo 3 y se
obtiene

Ty, = 28.36 Ty = 2115 Ty, = 2836
temperaturas que corresponden a un tiempo ¢ = 0.01 horas.
Para calcular las temperaturas de la segunda lfnea se conserva la matriz
coeficiente y s6lo se varfa el vector de términos independientes; o sea
116 008 0 Ti2 41.5144
-008 116 -0.08 Ty, = 22.3036

0 008 116 |T, 41.5144
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El sistema se resuelve para obtener
T, = 3747 T,, = 2440 Ty, = 3747

temperaturas que corresponden a un tiempo ¢ = 0.02 horas. Al continuar
este procedimiento se obtienen los resultados de la tabla 8.4.*

Tabla 8.4. Resultados de la solucién del ejemplo 8.2. Se usé 1=0.01 conslante y sGlo se muestran
algunos de los resultados.

Los resultados obtenidos con el método de Crank- Nicholson son —en
general— un promedio de los resultados de los métodos explicito e implicito;
esto puede explicarse con base en que el método de Crank-Nicholson combina

ambos.

*En el ejercicio 8.2 se presenta un programa que aplica el método de Crank-Nicholson.
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Enseguida se presenta un algoritmo para este método.

Para aproximar la solucién al

[ 2
a°T 8T
st P

Cl T(x,0) =f(x) O0sxsxp

CF1 T(0,t) = g, (¢)
t>0

| CR2 T(xp.t) = (1)

proporcionar las funciones CI(X), CF1(T) y CF2(T) y los

DATOS: El nimero NX de puntos de la malla en el ¢je x,

¢l nimero NT de puntos de la malla en el eje ¢,
la longitud total XF del eje x, el tiempo mdximo
TF por considerar y el coeficiente ALFA de la
derivada de segundo orden.

RESULTADOS: Los valores de la variable dependiente T a lo

PASO 1.
PASO 2.
PASO 3.

PASO 8.

largo del eje x a distintos tiempos #: T.

Realizar los pasos 1 a 10 del algoritmo 8.1.

Hacer I = 1

Mientras I < NX-2, repetir los pasos 4 a 7.

PASO 4. Hacer A(I) = LAMBDA

PASO 5. Hacer B(l) = -2-2*LAMBDA

PASO 6. Hacer C(I) = LAMBDA

PASO 7. Hacer I=I+1

Realizar los pasos 8 a 24 del algoritmo 8.2 con los siguientes
cambios: En el paso 15 hacerD(I)=
-LAMBDA*T(I)-(2-2*LAMBDA)*T(I+1)-LAMBDA*T(1+2)
En el paso 17 hacer D(1) = D(1) - LAMBDA*T(1)

En el paso 18 hacer D(NX-2) = D(NX-2)-LAMBDA*T(NX)

PASO 9. TERMINAR.
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SECCION 8.6 OTROS METODOS PARA RESOLVER EL
PROBLEMA DE CONDUCCION DE CALOR EN
UNA DIMENSION

Método de Richardson

Este método usa diferencias divididas centrales para aproximar 9T/o¢ en la ecua-
cion de conduccion. De acuerdo con la malla de la figura 8.14 se tiene
T, je1 = Tija T = 2T + T,y
—_—e =
2At Ax?

(8.58)

Obsérvese que si se conocen las dos primeras filas (la primera podria ser la
condicién inicial y la segunda se calcula por alguno de los métodos de las secciones
anteriores), el método resulta explicito en el nodo (i, j+1); o sea,

Tije1 = 24[Ty,; = 2T, ; + Ty ;] + T 5, (8.59)

con lo que pueden calcularse la tercera, cuarta, etc.,, filas.

Método de Dufort-Frankel

Young y Gregory* demuestran que el método de Richardson es poco satisfacto-
rio, ya que presenta considerables problemas de estabilidad; sin embargo, sustitu-
yendo T; ;jcon (T; j41 + T; j1)/2 en la ecuaci6n 8.58 se obtiene el método de Du-
fort-Frankel con mejores propiedades de estabilidad

Tje1 = Tija _ “ Tiaj = Tija = Tijar + Tinj
24t Ax?
|
t=2At 4?
i j+1
t=At
i~1,f ij i+l
t=0 L e

x=0 ij-1 x=L X
Figura 8.14 Nodos usados en el método de Richardson.

*Young, D.M. y Gregory, R.T. 4 Survey of Numerical Mathematics. Vol. 11 Addison Wesley (1973); p
1084-1086.
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Como en el método de Richardson, si se conocen dos filas el algoritmo resulta
explicito para el cdlculo de las temperaturas de la siguiente fila; es decir,

22 1-224
Tje1 = 7357 [T + Tl + (3337 ) T (8:60)

t=2At
@j+n

(i)

x=0 * L

Figura 8.15 Nodos usados en el método de Dufort-Frankel.

Ejemplo 8.3

Mediante el método de Dufort-Frankel, resuelva el ejemplo 8.2 con los
mismos valores para Ax, Aty a.

SOLUCION

La primera fila estd dada por las condiciones iniciales y para la segunda
fila (=0.01) se tomar4n los resultados obtenidos con el método implicito (véa-
se¢ la tabla 8.3).

Se aplica la ecuacion 8.60 para conocer T; ; 41 = Ty, y se obtiene

24 1-24
T2 = 1337 [Tar + Tyul + (7357 ) Tio

Al sustituir los valores 4=0.16, To; =100, T,;=22.43 y T; =20 se tiene

_ _2(016) 1-2(0.16)
1+2(0.16) 10+ 28] + 775516y 2

Con el cdlculo del siguiente punto T; ;,; = T, queda

22 1-24
T2 = 1527 [T + Tl + (3357 ) T

T2 = 39.98
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y al sustituir valores se obtiene T, = 24.84
El algoritmo se aplica en la misma forma para las filas siguientes. Los re-
sultados se presentan en la tabla 8.5.

Tabla 8.5 Resultados del ejemplo 8.3.

SECCION 8.7 TIPOS DE CONDICIONES FRONTERA EN
PROCESOS FISICOS Y TRATAMIENTO DE
CONDICIONES FRONTERA IRREGULARES

Dependiendo de las caracteristicas del proceso fisico modelado y de las circuns-
tancias que rodean al proceso de estudio, se tendrdn en general tres tipos de con-
diciones frontera en un PVF.

1. Condiciones de Dirichlet.

Se dan estas condiciones cuando la variable dependiente es conocida en todos
los puntos frontera. Los ejemplos de las secciones anteriores tienen este tipo de
condiciones frontera.

2. Condiciones de Neumann.

Cuando se conoce la derivada de la variable dependiente en los puntos frontera,
se dice que se tienen las condicioes de Neumann. Por ejemplo, el problema de
conduccion de calor de la barra con condiciones de este tipo, quedarfa formulado
asf
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1 2
aT ’T
EDP 57 =9 Tax?

Cl T(x,0) =f(x) Osxs<L

PVF 4
dT
CFl 4 |r=0 =& ()
t>0
dT
CF2 G e = 800

Estas condiciones pueden obtenerse fisicamente, por ejemplo aislando térmica-
mente una frontera, ya que en este ¢aso

dT

dx |x=L=0’

es decir, no habrfa cambio de temperatura en la frontera. O bien si se tiene una
frontera en contacto con un fluido (que puede ser aire), la ley de enfriamiento de
Newton proporcionarfa esta condicién

dT

& =1 = #(T-To),

donde & es el coeficiente de transmisién de calor y Ty la temperatura del fluido.
3. Condiciones combinadas

Esta condicion aparece cuando se tiene una combinacion de las dos anteriores.
Nuevamente, el problema de conduccién de calor en 1a barra quedarfa formulado
con este tipo de condiciones asf

( oT 2T
EDP S =e¢ 52

CI T(x,0) =f(x) 0=sx=s<L
PVF T

dT
CF1 - |x=0 = g, (1)
t>0

| CF2 T(L.t) = g (1)

En los ejercicios al final de capftulo, se resuelven problemas con condiciones de
Neumann y combinadas.
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Fronteras irregulares

Segin la geometrfa del sistema, se pueden tener fronteras irregulares; esto es,
casos como el de la figura 8.16.

Si se tienen, por ejemplo, las condicioes frontera de Dirichlet, los valores de la
variable dependiente en C y D son conocidos; por tanto, la aproximacién de la
variable dependiente en el punto P puede hacerse con una interpolacion. El caso
mds simple es una interpolacion lineal entre los puntos Ay C o entre By D.

Para la interpolacién entre los puntos A y C serfa

Te - Ty Tp = Ty To - Ty
Ax ¥ chr = Ax dedondeTp = o=+ Ty @61
donde 0 <c < 1.
Para la interpolacién entre los puntos By D
Ty - Ty Tp - T Tp - Ty

_ B
Ay ¥dAy = Ay de donde Tp

+T, (662

1+d

Si se quisiera una aproximacién mayor de Tp, cabe promediar los valores obte-
nidos por medio de las ecuaciones 8.61 y 8.62, o se cierra la malla (con lo que se
aumentan los cdlculos) y se usa alguna de las ecuaciones 8.61 u 8.62 o bien se toman
T o Tp como aproximacion de Tp, segin la que esté més cerca.

Frontera G

Y
[ Frontera G

L
—

a) x

Figura 8.16 a) Malla sobre un dominio con frontera irregular. b) Ampliacién de la
regién con puntos frontera Dy C.
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Cuando en los puntos de 1a frontera irregular G (vedse Fig. 8.17) se conoce

aT
aN (G

en vez de T, donde N es el vector normal a la frontera (condiciones de Neumann),
el problema de estimar el valor de los puntos cercanos a la frontera se torna un
poco mds dificil. Supéngase que se tiene una rejilla como en la figura 8.17. Ya que
se conoce

aT
aN IG’
este valor se puede igualar segin
aT Tp - Tg oT —
N lc = TP , de donde Tp = N Gl'-'P+'I‘F (8.63)
Por construccién de la malla
FP = Ax /cos 8 (8.64)
y también
Tg - Ty T - Ta

Ay = Ayge ’ dedonde Ty = (T -~ To)50 + T,  (865)

Se sustituyen las ecuaciones 8.64 y 8.65 en la 8.63

Ax aT
%8 3N lo

|
F% Frontera
7
-
L L |
E B
——
Ax

Figura 8.17.
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En los problemas por resolver (al final del capftulo) se pide determinar Tp cuan-

do ¢l punto F cae entre los puntos E y B (véase Fig. 8.18).
Por 1ltimo, si se tienen condiciones frontera combinadas, se aplica alguno de los

tratamientos anteriores a cada punto frontera, segin corresponda.

Frontera irregular

Ay cotO
Figura 8.18.

Ejercicios
8.1 Confirme que las siguientes ecuaciones diferenciales parciales
a) 9-;}?2 + _é%l"z =0 ecuacion de Laplace
b) -(2;—):—]2 = a;ﬁ? ecuacién de onda
<) %32—32 = g ecuacién de difusion

son eliptica, hiperb6lica y parabélica, respectivamente, en cualquier punto
donde T y U estén definidas.

SOLUCION
a) La funcién solucién T es —en este caso— funcién de x y y solamente; esto
s, :
T =Txy)
Al identificar los coeficientes A, B y C de la ecuacién de Laplace con los del
modelo general (Ec. 8.1), se tiene
A =1, B =0, C=1
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Notese que los tres coeficientes son constantes y, por tanto, independientes
del punto (x, y) donde se desee establecer su clasificacién. Asf pues, en un
punto cualquiera (x, y) donde T esté definida, se ve que

0-4(1)(1) <0
por lo que la ecuacién es eliptica en todo el dominio de definicién de T.
b) De la misma manera que en (a), aunque ahora con U como funcién de x y ¢,
se tiene
A =], B =0, C=-1
y para un punto cualquiera (x, ¢ ) donde U esté definida

0®-4()-1)=4>0

por lo que l1a ecuacién de onda es hiperbélica en el punto (x, ) dado.
¢) En este caso para un punto (x, ¢ ) donde U esté definida

A =1, B =0, C=0

0% - 4(1)(0) = 0
por lo que la ecuacién de difusién es parabélica en dicho punto (x, ¢).

8.2 Una loza de % el de agar contiene una concentracién uniforme de urea de 2 X
107 gmol/cm®; 1a loza tiene 3 cm de espesor (véase Fig. 8.19). Determine la
concentracion de urea en la parte central de la loza después de 2,4, 6y 8
horas de inmersi6n en agua (l1a urea es soluble en agua).

Figura 8.19. Loza de agar sumergida en agua.
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SOLUCION

El modelo matemdtico que permite establecer 1a concentracién estd dado por
ac _ 4 2°¢
at ax

donde

C es la concentracién de urea en 1a loza

t el tiempo

x la distancia

B la constante de difusividad (equivalente a a en €l fenémeno de conduccién
de calor).

Por el problema se sabe que C = 2X 107 gmol/cm3, que es la condicién inicial
(concentracion inicial de la urea en la loza).

Por otro lado se puede establecer que

C(0f) = 0

t>0

cy =0

lo cual fisicamente significa que al sumergirse la loza en el agua, la urea de la
superficie se disuelve de inmediato y la concentracién de las caras (fronteras de la
loza) es cero cualquier tiempo después.

El problema de valores en la frontera queda formulado

' 3C a%c
EDP 5r =9 S
pvE | CI C(x,0) =2x10* 0sx<L

CF1 C(0,1) =0
t>0

[CF2 C(1,1) =0

Si se toma 8 =1.7x107 cm’h y se aplica el programa 8.3, se obtienen los resul-
tados siguientes para x = 1.5 cm (el centro de la loza) transcurridas 2, 4, 6y 8
horas, con Ax = 03y Ar = 0.01.

| 150
00 | 0.000200

0000146 00 | 0.000200
)| 0000000 | 0.000117 9 | 0.000200
60 | 0.000000 | 0.000099 | 0. 0.000199
'80 | 0.000000 | 0.000088 | 0.000197
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8.3 Calcule la distribucién de temperatura T(x, £) en una barra cilindrica de vidrio
y aislada térmicamente excepto en el plano A (véase Fig. 8.20). Inicialmente
la barra estd a 20°C y en el instante cero se ajusta con el plano A una placa
cuya temperatura es de 100°C y permanece constante durante el tiempo de
estudio (tres horas). La barra es lo suficientemente delgada como para des-
preciar la distribucién de temperatura radial y se sabe que para el material
vidrio @ = 1.23x107 m%h.

SOLUCION

Este problema es semejante al del ejemplo resuelto al inicio de la seccién 8.3
con la diferencia de que un extremo estd aislado, lo que modifica la condicién fron-
tera correspondiente. Un aislamiento térmico "ideal" significa que no hay flujo de
calor en direccion alguna y matem4ticamente se expresa

aT
5x lx =1 =T, =0

Por lo anterior, el problema de valor en la frontera con condiciones frontera
combinadas queda formulado por

(0T _ 27T
at ax
pvg  T(x,0) =20°C 0<x<1

T (0,t) = 100°C
t>0

LTx(l’t) =0

Con el empleo del método explicito y la seleccién de Ax = 025y Ar = 0.1,

1=2%8% _ 1968 x 10~
Ax

1m

L

100°C

Figura 8.20. Barra cilfndrica de vidrio aislada.
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la malla queda como se ilustra en la figura 821, y se tiene

Parai = 1,j = 0 en la ecuacién 8.27
T;; = 0.001968(60) + (1-2(0.001968))20 + 0.001968(20) = 20.08

donde Typ se aproxima con la media aritmética de los valores lfmites de T(0, ¢)
cuando =0y T(x, 0) cuando x—+0, que en este caso es la media de 100 y 20°C.

Al aplicar el mismo algoritmo al nodo (2,1) se tiene
T,; = 0.001968(20) + (1-2(0.001968))20 + 0.001968(20) = 20
de igual manera para ¢l nodo (3,1) resulta
T;; = 0.001968(20) + (1-2(0.001968))20 + 0.001968(20) = 20

Nétese que la temperatura del nodo (4,0) es 20°C, ya que la condici6n inicial lo
establece y esa frontera est4 aislada.

Para el célculo del nodo (4,1) se usa la condicién frontera T, = 0y su aproxi-
macién con diferencias hacia atrds como sigue

Ty1 — Tsy
Tx(l,t ) =0 = —Tx—-—
porloque Ty; = T3y = 20°C
3
< =
4 I
5 5
] :R
=y 29
= Q
=
£
&)
1 0,1) an 2,1 3, 1)
t
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) 4,0)
—x CI T(x,0) =20

Figura 8.21.
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Con este procedimiento se calculan las temperaturas de los nodos de las filas
superiores; aqui debe notarse que por la condicién frontera T, = 0, la temperatura
en el extremo aislado de la barra serd aproximadamente igual a la temperatura de
la barra en un nodo anterior (x = 0.75).

Los resultados de la tabla 8.5, obtenidos con el programa 81 muestran lo anterior.

t (en horas) * (m)
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

0.0 60.000 20.000 20.000 20.000 20.000
0.1 100.000 20.079 20.000 20.000 20.000
0.2 100.000 20236 20.000 20.000 20.000
0.4 100.000 20.548 20.001 20.000 20.000
0.6 100.000 20.858 20.004 20.000 20.000

08 100.000 21.166 20.007 20.000 20.000
1.0 100.000 21.471 20.012 20.000 20.000
15 100.000 22.223 20.029 20.000 20.000
2.0 100.000 22.961 20.053 20.001 20.001
2.5 100.000 23.685 20,084 20.001 20.001
3.0 100.000 24.395 20.121 20.002 20.002

Tabla 8.5

8.4 Encuentre la distribucién de temperatura T(x,?) en una aleta delgada de cobre
(v€ase Fig. 8.22), unida por la cara sombreada a un radiador cuya temperatura
constante es 200°F. La funcién de la aleta es disipar calor por conveccién a
la atmésfera, cuya temperatura es de 68°F. Considere que la aleta estd inicial-
mente a 68°F y que el coeficiente de transmisién de calor A es 30 BTU/(h

pie2 °F).

a = (.5 pie

Figura 8.22.
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SOLUCION

Al efectuar un balance de calor en un elemento diferencial de la aleta, de di-
mensioes Ax,/ = 1pieya = 0.5 pie se tiene, de acuerdo con la ley de continuidad
(Ec. 8.3)

oT

aT T
(AAxpC) —r=*kA — lx—(—kA )-2Ax(ah)(T-68)

aT
E;Ix+Ax

donde el primer y segundo términos del lado derecho se refieren al calor que entra
y que sale, respectivamente, del elemento diferencial por las caras perpendiculares
al eje x y de drea A = 0.5(0.5)/12 = 0.020833 pies? En cambio, el tercer término
se refiere al calor que sale del elemento diferencial hacia la atmdsfera; con el factor
2 de éste se incluyen las dos caras perpendiculares al eje y. NOtese que se ha des-
preciado el calor que sale por las caras perpendiculares al eje z, ya que la placa es
muy delgaday Q = 0.

El lado izquierdo de la ecuacion representa la acumulacion de calor en el ele-
mento diferencial considerado.

Toda la ecuacion se divide entre A Ax p Cp y después se hace que Ar-0, con lo
cual

AT _ k. d’T  2(ah)
at ~ pCp ax* CpAp

(T -68)

de tal manera que se obtiene €l modelo matem4tico que rige el fenémeno descrito.
Si a este modelo se unen las condiciones

T@0) = 68°F,

que describen la temperatura en las fronteras de la aleta, se tiene un problema de
valores en la frontera.

Las propiedades fisicas del cobre requeridas para resolver la ecuacion se enlistan
enseguida.

k = 223 BTU/(h fi® °F/ft)
Cp = 0.09 BTUMF

p = 560 Ib/ft®
Para resolver este PVF se ha utilizado el método de Crank-Nicholson, para lo
cual se ha modificado el programa 8.3 a fin de incluir el término

2ah
ApCy (T -68)
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El programa resultante (programa 8.4) utiliza As = 0.001 h y la longitud de la
aleta (1 pie) se dividié en intervalos de 0.05 cada uno.

En la tabla siguiente se presentan algunos de los resultados obtenidos

ot (pies)

(enhora) | g9 0.20 040 | 060 0.80 1.00
0.000 134 68.00 6800 | 68.00 68.00 68.00
0.001 200 71.28 6805 | 68.00 68.00 68.00
0.002 200 81.30 6842 | 68.01 68.00 68.00
0.004 200 102.00 7156 | 68.20 68.01 68.00
0.006 200 113.86 7705 | 6899 68.07 68.00
0.008 200 12143 | 8253 | 7052 68.28 68.00
0.010 200 126.66 8731 | 7248 68.71 68.00
0.015 200 134.51 9%.16 | 7162 | 7051 68.00
0.020 200 13876 | 10185 | 8195 72.57 68.00
0.040 200 14485 | 11107 | 9042 7743 68.00
0.060 200 14616 | 11317 | 9250 78.71 68.00
0.080 200 | 14646 | 113.66 93.00 79.02 68.00
0.100 200 | 14653 | 11378 | 9311 7909 | 68.00

Problemas

8.1

Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales parciales (consultese el ejercicio 8.1).
a 2 2
)senxﬁau+ 2——2‘3“ =0
ax a3y
al) en0 <x < =&, -0 <y < ®
a2) enx =0, -0 <y <
a3) enxn < x < 2 —» <y < w
b) 2% % su du
=X —— + +y — =0
y Ix 3y ax Y ay
c) 82u + %4
+ 257 +e¥ ——2- 0
y dx ay
d) 32 2%




586 METODOS NUMERICOS

2
-_2_e
dx

e) a2u

ay

ps Ju

sen %y

8.2  (En qué regiones la ecuacién

es hiperbdlica, eliptica y parabdlica? (consiitese ejercicio 8.1).
8.3

Obtenga las ecuaciones (8.18) a (8.22) a partir de la expansién en serie de Taylor de

T(x, 1), alrededor del punto (x;, t,), aplicando los mismes razonamientos que condujeron

a las ecuaciones (8.12) y (8.14) a (8.16).
Exprese las siguientes ecuaciones diferenciales en términos de diferencias finitas

—ygjv;+2y=

8.4

dy
dx2

a)

con diferencias centrales

a%u

ay

2

b
)senxuz+y
dx

2 con diferencias hacia adelante

con diferencias centrales

d) 62u 2 azu
+ (1 + =0
a2 ( yo) ———zay

con diferencias hacia atras

8.5 La ecuacién

describe la conduccién de calor en régimen transitorio en dos dimensiones. Exprésela
en términos de diferencias finitas. El término de la izquierda en diferencias hacia ade-

lante y los términos de la derecha en diferencias centrales.
8.6

La ecuacién del problema 8.5 describe la conduccién de calor en una ldmina delgada

(espesor despreciable) y permite calcular la temperatura en cualquier punto de 1a ldmina

a cualquier tiempo en régimen transitorio. Si las condiciones inicial y frontera son

y

TGLy 1) = g,(x.0)

4

T(x,0) = f(x,3)

T(x,0,8) = g,(x,0)




8.7

8.3
3.9

8.10

8.11
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establezca el problema de valor en la frontera, encuentre el algoritmo correspondiente
al método explicito y resuetva con @ = 0.01 y las siguientes condiciones inicial y de
frontera

CL: Txy,0) = 20 °C; <x=<0.1 m; Osy<02 m
CF1: T(x,04) = 100 °C; 0=x<0.1 m; Ost<1 hora
CF2: T(x,0.24) = 50 °C; 0sx<0.1 m; Os¢<1 hora
CF3: T(0y) = 100 °C; 0sy<0.2 m; 0sz<1 hora
CF4: T(0.1y) = 50 °C; 0<y0.2 m; Ost<1 hora

Nota: Elabore una malla tal que 0 < 1 < 05.

Resuelva ¢l problema de valor en la frontera del problema 8.6 con el método implicito
correspondiente.
Resuelva el PVF del problema 8.6 con el método de Crank-Nicholson correspondiente.
Se tiene una solucién de urea contenida en un tubo de 1 cm de didmetro interior (véase
Fig. 8.24), con un concentracion inicial de 0.02 gflitro. Una membrana semipermeable
conecta €l tubo con un frasco que contiene una solucién de urea con 2 gflitro. Otra
membrana lo conecta con un reactivo con el cual la urea reacciona para desaparecer
instantdneamente.
Si se considera que la difusién de la urea ocurre Unicamente en el eje x, calcule la
concentracion de €ésta a lo largo del tubo en los primeros 10 minutos. La difusividad de
la urea es 8 = 0.017 cm*h (véase Ejer. 8.2).
Resuelva el problema 8.9 considerando que en el extremo derecho del tubo se tiene
un frasco que contiene una solucién con 1 g/l de urea en lugar del reactivo. Todas las
demds condiciones permanecen.
Resuelva el siguiente PVF por los métodos explicito e implicito
aT T
EDP: —a—t- =a —g—
CL: Tx,0) = 20 senx a = 1pie’h
CF1: T(0, 1) = 100°C L = 1 pie

CF2: T(L, 1) = 50°C tmix = 1 hora

Solucién Solucién de urea 0.02 g/1 }T
de urea Reactivo 1
2g/1 — cm

+=t——— 20em —}

Figura 8.24. Difusién de urea en una solucién.
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8.12 Resuelva el siguiente PVF por el método de Crank-Nicholson
2
AT _ a°T _ .
EDP.TI-—G —:3?2 a—lplC/h
CL: T(x,0) = 20°C L = 1 pie

CF1: T(0, ) = 100°C 0<¢ <12 minutos

T, ) = 20°C 12<t <60 minutos
CF2: T(L, {) = 100°C 0<t <12 minutos
T, ) = 20°C 12<t <60 minutos

8.13 Resuelva el ejercicio 8.3 por el método de Crank Nichoison. Compare resultados.
8.14 Resuelva la EDP del ejercicio 8.4 con las siguientes condiciones

CL: T(x, 0) = (80 — 10x)°F
CF1: T(0, f) = 200°F
CF2 T(1,f) = 68°F

8.15  Si en el ejercicio 8.4 se modifica la geometrfa de la aleta para tenerla como se muestra
en la figura 8.25, plantee y resuelva el PVF resultante.

Figura 8.25. Conduccién de calor en una aleta triangular.




RESPUESTAS A PROBLEMAS
SELECCIONADOS

CAPIiTULO 1

12

13

1.5

1.9

a)
b)
¢)
d)
e)
5

536, = 10303 = 1000011000,
923, = 16333 = 1110011011,
15365 = 3000 = 11000000000,
80 = 10; = 1000,
20 = % = 10,
10,y = 12, = 1010,
0y = O = 0,
17 = 111111111,
573 = 101111011,
Tg = 111,
2 = 10,
10, = 1000,
0 = 0,
1000, = 810
10101, = 21,
111111, = 63,4
98534, = 1731.256; = 1111011001.010101110,
101, = 120633 = 1010.000110011,
888222, = 1570.1615; =~ 1101111000.001100011010,
357, = 34436, = 11.100100011110,
97793,, = 1721.7341; =~  1111010001.111011100001,
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D) 0357,y = 02666, = 0010110110110,

t

g) 0.9389,, 0740557, = 0.111100000101101111,

hy 09389, =~ -0.740557, =~  -0.111100000101101111,
113 a)  0.19921875

b)  -160

c) 9306112
114 a)  0.1011010011100011101100101 x 2'%1°

b)  -0.1111010100101111 x 2'%

¢)  0.11100100011001001 x 27'®

d) 01111101 x 2'®

1.23 La mantisa normalizada més pequeiia en binario es 0.10000000 (=1/2 en de-
cimal), no 0.00000001 (2 ) y la mayor es 0.11111111 ( = 1).
Por esto, los niimeros de mdquina positivos deben quedar en el intervalo ce-
rrado [s, L], donde
5 = nimero de mdquina positivo més pequefio = (0.10000000) X 2%

= 2% =~ 02710505 x1071°

L = nimero de miquina positivo mayor = +(0.11111111) x 283
~ 091873437 x 10"
El intervalo [s, L] puede dividirse en 128 subintervalos
[ 290,  [22%), [2%,2%), .., [2%2%), 2%, L]

E=-64 E =-63 E = -62 E = +62 E =463
donde E es la caracterfstica.

Notese que cada subintervalo es dos veces mas grande que su predecesor. Para
cada E hay 28 posibles mantisas normalizadas. Por tanto, una computadora con una

palabra de 16 bits puede almacenar un total de

128 x 2% = 32768 nimeros positivos de m4quina en el
intervalo [s, L]

126 x = -278; y = 248.67
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38; x 42

x = 0.61003.

1.1362

CAPITULO 2
, _ 2 . x> 0.26
2.1 a) g (x) =- (le)x S x<-276
-3
b) g’(x)=z—(5——i%; x > 1125
3(x+1)
c) g’ (x)=cosx; x=nn;n=012,...
Inx 1
) g(x)=x+ 2tanx 2
2
, (1/x) tanx — Inxsec’x
= + H =
g'(x) =1 2 tan’x ¥
1 + 3x°
e) g (x) = ——=——;x=08;x =12
4V6 —x -1
secx sec x tan x
Fy s(x)=="58()="S5—";x=
2 2
2.3 (del problema 2.1)
a) x = 046557 b) x = 487035 ©¢)
d) X = 4.09546 ¢) X =1 )
2.6 a) n multiplicaciones y n sumas.
b) 2n multiplicaciones y n sumas.
2.8 a) X = 3.14619 b) x = 0.85261
<) x = 1.02987 d) x = 0.20164
29 a) X = 0.82626 y = 112817
b) x = 0.74798 y = 111894
<) x = 1.31555 y = 032104 z
d) X = 3.82878 y = 0.86662
217  a) x=10 b) X = 0.66624
<) X =~ 1.82938 d) X = 12032
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2.20

2.26

2.28

2.30

233

2.36

241

2.43

247

248

2.50

Si X, =2 y Xp =4,

L]

a)

= 0.25753 b) x = 3.83910
X, = -1.6844 + 3.43133 |

a) X = 11; n = 11;
b) X, = 1.24144;x, = 10.01798
Xy = 2.96396; x, =~ 0.97661

<) x5 =1 X, = 2 X =3

n = 11

) ¥ = -056574

Vie = 0625421, Vi = 0.62785 [
T = 10533 °C

T = 102.3 °C

t = 3.041 hrs.

f = 004878

A = 0.101

CAPITULO 3

3.15

a) e =[1,-2,573803]

Vo2 = 0.6106 1

[-3.0343, 3.0686, 1.8284, -4.2402, 3.7255, -0.3103]-r

e, =

e; = [-1.0029, 5.8915, 0.4998, 3.4940, -1.8232, 1.3820]"
e, = [5.7399, -3.2717, 0.1600, -0.7681, 2.8280, 38.8973]"
e, = [4.8912, 2.1153, -0.6869, -1.0594, 1.3045, -0.8202}"

by e =1[4, 2, 1]

e, = [-0.42857, 0.28571, 1.14286]"

[-1.21212, 3.0303, -1.21212]"

e




3.16

3.17

3.20

3.26

333

335

3.36

3.49

3.50

3.54

RESPUESTAS

c) e =1[10, -20, S|
e, = [1.66667, 1.66667, 3.33333]"
e, = [-1.07143, -0.35714, 0.71429]"
& e=1[1, 1 o 2

e, = [433333, 766667, 1, -1.66667]"

e, = [15, -05 -1, 1]

e, = [0.27322, -0.20036, 0.74681, 0.23679]T
3, 3, 3 y 4, respectivamente.
Nimero de reacciones independientes = 8

w =2 y w = 3 para solucion unica.

w

1 para nimero infinito de soluciones.

a) x=[-014114, 156229, -1.09371,  0.30210]"
by x=[4, 3 1

¢c) x=[8 31, =20, -3¢, 119"

Cp = 04507; C,, = 033803; C,; = 025352

x = [0.04, 9.6 E-4, 2.304 E-S, 5.5264 E-7, 1.29525 E-8]"

593

4 Fe(Cr0,), + 70, + 8 Na,CO; - 2 Fe, O; + 8 Na,CrO,+8 CO,

p = [0.69118, -9.9278, 6.41471, -5.32941, 5., —1.35379]"
x = [0.89052, 099421, 1.07371)7
a) x=[2 533333, 166666]" b) x=[1,1,1
d)  x = [2.2872, 6.0449, -0.2532, 4.5294 E-3, -1.4221 E-5|"
e) x, =-075404; x, = 1.05687

Xy = 119697 ;  x, = —0.14944

xg = 084542 ; x4 = 017786
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x; = 080314;  xg = 020438
x, = 024447;  x, = -721371 E3
x,, = 0.64289
3.60 A, = 246056 ; A, = 8.43988
Ayq = 4.55457 = 0.62948 i
361 [1, 297988, 164534,  -0.96639]
362 Agomnme=3; e=[, 1, 0
CAPiTULO 4
41 x=[3 2 1, 2, 4, 6
42  x=1[2, 4, 1, 1
43 P*=08; Y=05; F=07718; jF= 04197

4.4 g (x,y) =V3T -y, g(x,y) = Vx -5

x >5 y 6 <y<37
4.5 a) x =6; y=1

b) ¥ = 617107; j = -1.08216
46 a) [0,0"; [8000,  4000]"

b)  x = [0.529164, 0399996,  0.100006"
o x=[, 1, 1f
d) x = [0.14966,  0.000599,  0.42364]"
49 a x =0, o1, 1
b)  x = [0.110949,  0.4110824"
411 x = [695 25  -015]"

412 Ca = 0.53292; Caz = 0.42435; Caz = 0.32879

415 x = [061089, 037899, 024919,  0.15622,  0.07728]"




4.17

4.18

4.24

4.26

431

5.1

5.2

a) Zpim = —3enx = -7.8539 ,
CAPIiTULO 5

a) 1.1303 b) 1.2597 c)

205.82

x(2) =58

5.4

5.8

5.14

5.15

5.18

5.19

5.23

5.28

5.29

5.30

5.31

532

RESPUESTAS
x =~ [14695, 0, -0.22777]"
T = 57.85488935 (%1472 4 334992038
fopt = -1.15
a) ¥ = -213147; § = 097941; Z = -136122
b) No tiene solucion.
)  x = [4.35734, 1.66657,  -3.466101"

Jy (0.8) = 0.8463

p =259
v =678
ay = 99600  a, = - 1209.166667
a, = 5375  a, =- 000833333

Cp (0.82) = 1.12

R, (10) = 98

y =-133128 E-6

=0, X3=0

12034  d) 16

J(13,0.13) = 0.295, con un polinomio de segundo grado.

r = 10.12223 + 0.027975 T
P = 481.03743 v 1953
a = 0.24033

z = 7.993487 x 10"

E = 19999.73634

595
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535 n=3
536 7 =092893

5.37 a

1.78752 b = 0.0006533 ¢ = 1.84624 x 107

539  a, = 16133646 a, = 32.96875 a, =— 0.0855

CAPITULO ¢

6.5 a) 209 kg/min.  b) 30097 kg.  ¢) 038153  d) 114.863 kg.
6.7 1.64711
6.8 81792338.66 con Simpson 13y N = 100

6.12 a) 1.71125 b) 0.56343 c) 0.40546 d) 1.29584

613 a)1,® = 126613 b) 1,P= 007921
¢) K=1:1 = 104417; K = 2:1? = 087105
615 a) I = 0006303 b) I = 0.946083

6.17  0.84338 o bien 84.338 %
6.18  3.70387 con Simpson 1/3

6.19  analfticamente = sen™ (1) = 1.570796327

620 a)0 b) 0.25 ¢) 113
623  50403593.58 con N = 2, 50021079.17 con N = 3
624 121484

626 261198 con N =2, 261945 con N = 3

627 a)-0.57722 c) 6 d) 13

628 a) 002 b) 0.22532 c) 0.08428

630 conN=10yM =10 a) 147627 b) 147623  )0.35593

conN=2yM=2 d) 0.25




CAPIi

6.32

6.35

6.36

6.39

6.40

6.45

6.46

6.47

6.48

7.1

7.2

73

74

7.6

1.7

7.11

7.12

7.13

7.14

RESPUESTAS 597

a) 693463 con N =10y M =10 b) 033424 con N =20y M =20
¢) 083333 con N =2y M =2 d) 438911 con N =10y M =10

x = 0.53802 y = 0.52466

a) 14951.02con N =20yM =20  b5) 0.11267 con N =10y M =10
- 0014121 con P = 2,8y 15

f’’(3.7) = 0.02503 con N = 2

v = 96.62 m/s

E(0.95) = 122.831 E(0.96) = 77.704 E(0.97) = 2.54
E(0.98) = 2.88 E(0.99) = 3.04 E(1.00) = 3.10

0.6133 para ¢t =10 0.6 para t =35 0.3466 para t =60

a) — 0.0006725 b) 0.01218 ¢) — 0.00038 d) 0.008833

TULO 7

tiempo = 432 s,

gasto = 0.049 m> /5

tiempo = 8000s conh = 25s y Euler simple

gasto = 7.73 /s tiempo = 32 horas

Cao 0.5 1.0 1.5 1.0 2.0

Cho 1.0 1.5 2.0 1.0 0.5

¢ (min) 7 6 5 185 3
h 0.1 0.5 1.0 0.05

I, (3) 2.047 1.992 5.280 2.052

I, (3) 0.658 0.590 2.736 0.665

a) 88 s b) 220 m ¢) 95.56 m

tiempo = 30 min
C; = 49.00 C, = 44.57 C; =41.84

C, = 4631 C, = 44.58 Cy = 42.38 con h =1 min y RK-4
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715 (Ca;,Caz) = @) (0.67,062) b) (0.680.86) ) (0.73,0.61)
d) (0.813,0.62) ) (0.6550.63)

716 ¢ 200 400 600 800 1000
C, 5.0000 4.2347 3.0407 1.7833 1.6097
T 3000 310.6 3223 333.2 333.8

717 C, = 433, T = 307.31 at = 1200 para T; = 310
C, = 0448, T = 346.38 at = 1200 para T; = 350
C, = 0531, T = 344.28 at= 1200 para T; = 340

Cuando la temperatura T alcanza un valor mayor que Ty, se lleva a cabo violen-
tamente la reaccion, por lo que se acostumbra enfriar el reactor cuanto T estd muy
cerca de Tj o 1a rebasa.

718 a4 x 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
y 004 014 .029 .048 .069 .093 .118 .143 .169 .195

by x 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

y 004 016 .034 .057 .083 .111 .141 .172 .203 .234

7.19 x 005 10 15 20 25 30 35 40 45 50

y 0.006 .023 .050 .084 .123 .168 .216 .266 .317 .369
721 T (5 dias) = 66.82 con h = 12 horas y RK-4
722 57 g, usando RK-4 como inicializador y h = 1 dia
7.23  ciclo = 26 unidades de tiempo

724 T, = 1067 con h = 0.25

725 ayyd) =1 b)y (2) = 3.38629
)y (2) = 1004277 dy(5)=2
728 a)y (2) = 0.13534 b)y (2.5) = 5.25193 )y (1) = 0.87628

d)y (-1) = 135914 e)y (1.5) = 833311
731  y(1) = 036788 z (1) = - 0.36788

732y (1) = 0.19876

736  con RK-4 a)y (1) = - 035 z (1) = 2.58
by (2) = 1.97 7 (2) = 162
)y (3) = 34.04 u (3) = 37.37 v (3) = 40.74
737 N, = 0.02383 Np = 0.12319 N = 0.85298

con h = 10 min y RK-4
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CAPITULO 8

8.1

8.2

85

8.6

al) Elfptica a2) parabdlica a3) hiperbélica
b) Elipticaenx < 0oeny <0

Parabllicaenx = 0oeny =0

Hiperbélicaenx >0,y >0o0enx <0,y <0

c¢) Parabélica en el plano x-y

d) Eliptica en el plano x-y

€) Hiperbdlica en el plano x-y

Elfpticaeny >0 ; -0 <X < ®
Parab6licaeny = 0 ; -—® <X < ®
Hiperbélicaeny < 0; -0 <X < ®

3 I

At Ax”®

T',j,k+1 - Ti,j,k = a T'+i,j,k - 2Ti,j,k + Ti-l,j,k

Ti,j+1,k - 2Ti,j,k + Ti,j—l,k
a T
Ay

El algoritmo matemadtico para resolver este PVF por el método
explicito es

At
Tijker = Tije + a Al [Tivr ik — 2Tij e + Tigjil

At
+a Z;z [Tijere = 2Tije + Tijoa sl

Con Ax =002, Ay =002 Ar = 0.01, se anotan algunos resultados

Tiempo = 0.00

599

0.20
0.16
0.12
0.08
0.04
0.00

56.67 35.00 35.00 35.00 35.00 40.00
60.00 20.00 20.00 20.00 20.00 35.00
60.00 20.00 20.00 20.00 20.00 35.00
60.00 20.00 20.00 20.00 20.00 35.00
60.00 20.00 20.00 20.00 20.00 35.00
73.33 60.00 60.00 60.00 60.00 56.67

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
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Tiempo = 0.01
Y
0.20 75.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
0.16 100.00 30.00 20.00 20.00 23.75 50.00
0.12 100.00 30.00 20.00 20.00 23.75 50.00
0.08 100.00 30.00 20.00 20.00 23.75 50.00
0.04 100.00 30.00 20.00 20.00 23.75 50.00
0.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 75.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo = 0.10
y
0.20 75.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
0.16 100.00 74.25 57.06 48.73 47.43 50.00
0.12 100.00 75.02 56.16 46.59 45.73 50.00
0.08 100.00 76.44 58.38 48.81 47.15 50.00
0.04 100.00 83.99 71.21 62.88 57.16 50.00
0.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 75.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo = 0.50
y
0.20 75.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
0.16 100.00 82.89 70.91 62.44 55.83 50.00
0.12 100.00 88.61 77.96 68.16 58.95 50.00
0.08 100.00 90.88 81.56 71.76 61.22 50.00
0.04 100.00 94.06 87.39 78.92 67.00 50.00
0.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 75.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo = 1.00
y
0.20 75.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
0.16 100.00 82.94 71.00 62.52 55.88 50.00
0.12 100.00 88.69 78.10 68.30 59.03 50.00
0.08 100.00 90.97 81.70 71.90 61.30 50.00
0.04 100.00 94.12 87.48 79.00 67.06 50.00
0.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 75.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
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8.9 Con Ax = 2 cm, Ar = 0.5 min, 4 = 0.1275 y el método de Crank-
Nicholson, se anotan algunos resultados

x(cm)

t (min) 0.0 4.0 8.0 12.0 16.0 20.0
0.0 1.0100 0.0200 0.0200 0.0200 0.0200 0.01
1.0 2.0000 0.0655 0.0203 0.0200 0.0195 0.00
5.0 2.0000 0.4481 0.0574 0.0213 0.0157 0.00

10.0 2.0000 0.7631 0.1815 0.0397 0.0143 0.00

8.10 Con Ax = 2 cm, Az = 0.5 min, A = 0.1275 y el método de Crank-
Nicholson, se anotan algunos resultados.

x(cm)

t (min) 0.0 4.0 8.0 120 16.0 20.0
0.0 1.0100 0.0200 0.0200 0.0200 0.0200 0.51
1.0 2.0000 0.0655 0.0203 0.0202 0.0425 1.00
50 2.0000 0.4481 0.0582 0.0402 0.2319 1.00

10.0 2.0000 0.7640 0.1923 0.1214 0.3896 1.00

8.11  Con el uso del método implicito con Ax = 0.25, Ar = 001yA = 001,
se anotan algunos resultados

x ( pies)

t (hrs) 0.0 0.25 0.50 0.75 1.00
0.0 100.00 4.95 9.59 13.63 50.00
0.1 100.00 63.47 42.86 40.67 $0.00
0.5 100.00 86.87 74.10 61.87 50.00
1.0 100.00 87.49 75.00 62.49 50.00

812  Con Ax = 0.1, Ar = 0.24, 1 = 0.4166666, se anotan algunos resultados
para x < 0.5, ya que la distribucién de temperaturas es simétrica.
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¢t (min)
0
2
6
8
12
14

20
40
60
8.14

t (hr)
0.000
0.001

0.020
0.100

0.0
60.00
100.00
100.00
100.00
100.00
20.00
20.00
20.00
20.00

0.1
20.00
75.07
88.02
91.36
95.50
44.44
27.96
20.30
20.01

x ( pies)

0.2
20.00
54.02
7722
83.57
91.44
64.04
35.15
20.58
20.02

03
20.00
39.09
68.65
77.38
88.23
76.62
40.85
20.80
20.03

0.4
20.00
30.62
63.16
73.41
86.16
82.93
44.51
20.94
20.04

0.5
20.00
2793
61.27
72.05
85.45
84.74
45.77
20.99
20.04

Con Ar = 0.05, Ar = 0.001, A = 1.76984127, 8 = 28.57188572, se
anotan algunos resultados

x (pies)
0.0 0.2 0.4
140.00 78.00 76.00
200.00 80.71 75.82
20000 11848 83.00
20000 14007  103.90
20000 14654  113.79
k_ o%T k AT
PCP  5x%2  pCp(1-x) ox
ClL T (x,0) = 68 °F
CF.1 T (0, 1) = 200 °F
CF2 T(,1) = 68°F

0.6 0.8
74.00 72.00
73.83 71.84
73.83 70.80
83.94 73.76
93.12 79.09
2V1.0625 a h

0.25(1-x)pCp

1.0
69.00
68.00
68.00
68.00
68.00

_.68)
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